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Vorwort

Diese Arbeit ist aus Materialien gewachsen, die ich fiir meinen Unterricht im Fach
Computermusik an der Hochschule fiir Musik Kdln von seiner Einrichtung 1984 bis zu
seiner Beendigung 2005 zusammenstellte. Auch am Koniglichen Konservatorium Den
Haag war von 1990-2006 diese Thematik fester Bestandteil meines Lehrstoffs, wie sie
es seitdem an der Universitdt Kalifornien in Santa Barbara ist. Von der Faszination der
Verbindungen von Musik zu Mathematik, Akustik, Phonetik und Informatik, und weiter
von meiner eigenen Beschéftigung mit der Quantifizierung von Harmonik und Metrik
angetrieben, erstellte ich nach und nach 32 Kapitel mit einer Vielzahl von Abbildungen.

Von der Musiquantenlehre ist bewusst sehr komprimiert geschrieben, jedes Kapitel auf
zwei Seiten, mehr als eine konzentrierte und umfassende Begleitung zum Unterricht,
weniger als ein autonomes Lehrbuch. Hinzu kommt eine Rolle als Nachschlagewerk,
vor allem dann, wenn sein Inhalt bereits assimiliert wurde. Es ist meine Hoffnung, dass
meine ehemaligen Schiiler, die soviel Geduld mit dieser Materie bei manchmal sogar
mehrfach wiederholten Kursbesuchen aufbrachten, darin alles finden was sie gelernt
haben, und dass sich die Musiquantenlehre fiir diejenigen, die in den Lehrbetrieb
gegangen sind, fiir ihren eigenen Unterricht als niitzlich erweist. Ich hoffe auch, dass
diese nach 24 Jahren nunmehr fertiggestellte Arbeit meine jetzigen und kiinftigen
Studenten die Materie leichter erlernen lésst als es ithren Vorgidngern moglich war.

Zum Schluss mochte ich all jenen Freunden und Kollegen danken, die im Laufe der
Jahre in Kontakt mit dem langsam wachsenden Buch kamen und mir dazu wertvolle
Anregungen geliefert und Hilfe geleistet haben. Meinem Verleger und Freund Prof.
Johannes Fritsch gebiihrt besonderer Dank; er hat mit vorbildlicher Geduld viele Jahre
auf die Herausgabe der Musiquantenlehre gewartet.

Klarenz Barlow
Koln 2008
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01 Mathematik 1 — Zahlensysteme

Ein Blick auf das Anzeigefenster einer Digitaluhr zeigt, dass sdmtliche an derselben
Stelle erscheinende Ziffern aus verschiedenen Kombinationen derselben sieben Striche
bestehen — durch das individuelle Ein- oder Ausschalten von diesen wird die jeweils
erwilinschte Gestalt erreicht. Sind andere Zeichen innerhalb dieser Gegebenheiten
moglich? Wenn ja, wie viele und was fiir welche sind das?

Die Antwort auf diese Fragen sind T'01 zu entnehmen: zu sehen sind 128 verschiedene
Zeichen, manche relativ vertraut (vor allem jene 73 schraffierten, ganz verbundenen,
auf 28 spiegelbare Grundformen reduzierbar: 8 12678L0LPUcor w7V P34RFHYE; bis
auf letztere 7 sind alle zudem schlangenférmig).

Ob dartiiber hinaus wirklich keine weiteren Zeichen mit den sieben wie oben
angeordneten Strichen moglich sind, kann wie folgt gepriift werden:

Die sieben Striche seien zunéchst in eine feste Betrachtungsreihenfolge gebracht (z.B.
[ I7-I-I"| 1| '), so dass wir sie bei jeder zu priifenden Kombination immer auf gleiche
Weise der Reihe nach durchnehmen. Der ein- bzw. ausgeschaltete Zustand der Striche
kann mit O bzw. 1 angegeben werden; sind alle ausgeschaltet, so schreiben wir 0000000
— das Einschalten des letzten Striches ergibt die Darstellung 0000001. Wenn wir ganz
systematisch alle solche Variationen von 0 und 1 auflisten (so etwa: 0000000, 0000001,
0000010, 0000011, 0000100, 0000101, ... 1111001, 1111101, 1111111), so sehen wir,
dass diese genau 128 an der Zahl sind. Wéren statt der sieben Striche nur vier zu
untersuchen, so sihe unsere Zdhlung so aus: 0000, 0001, 0010, 0011, 0100, 0101, 0110,
0111,1000, 1001, 1010,1011,1100,1101,1110,1111.

Diese Anordnung der Ziffern O und 1 wird eine bindre Zahlendarstellung genannt, weil
sie nur zwei Grundziffern benutzt: 0 und 1 (,bindr* kommt vom lat. bini = ,paarweise*).
Die geldufigere, mit den zehn Ziffern O bis 9 gebildete Zdhlweise nennt man die
dezimale (vom lat. decem = ,zehn‘). Die dezimale Zahl 5741 bedeutet genau
5000+700+40+1 oder 5.10°+7.10%+4.10'+1.10° (fiir jede Zahl n gilt n°=1); die binire
Zahl ijkimn bedeutet i-2°+j-2*k-2%+1-2%+m-2"+n-2° oder 32i+16j+8k+4+2m+n — man
bedenke, dass die Ziffern i bis n nur den Wert O oder 1 haben kénnen. 101101 (binér)
gleicht also 32+0+8+4+0+1=45 (dezimal).

Nicht nur ist fiir das globale Dezimalsystem die biologische Beschaffenheit
menschlicher Hinde mit ihren zehn Fingern ausschlaggebend, man kann selbst an den
Ziffern verschiedener Weltkulturen Finger und Hinde als Zeichenursprung noch
erkennen, wie z.B. bei den hierzulande geldufigen sogenannten ,arabischen*:



1 zeigt einen nach oben, 2 und 3 zwei und drei nach links gerichtete Finger. Laut Victor
Goldschmidt (1932) zeigt 5 eine offene, nach unten gehaltene Hand und O eine geballte
Faust fiir die Zehn — erst spit wurde hier die Rolle der Null iibernommen (vgl. auch die
Waihlscheibe élterer Telefonapparate, wo O zehn Impulse ausldst). Weiter bedeute 4 u.a.
finf minus eins (,4°), é zeige eine Hand mit aufrechtem Zeigefinger als 5+1 (,b°) und 9
zehn minus eins (,9°). Zuletzt sehen wir in 7 und 8 — dhnlich 2 und 3 — wieder zwei und
drei Finger wohl der anderen, hinzugezogenen Hand.

Das dezimale und das binédre Zéhlsystem unterscheiden sich in ihrer Basis, bei ersterem
10, bei zweiterem 2. Den 10 dezimalen Ziffern (O bis 9) vergleichbar gibt es nur 2
bindre Ziffern (0 und 1). Bei zweistelligen Zahlen eines Zihlsystems folgt auf jede
mogliche  Erstziffer jede mogliche Zweitziffer; daher gibt es 10°=100 zweistellige
dezimale und 2*=4 zweistellige bindre Zahlen. So ist auch zu ersehen, dass die Anzahl
aller n-stelligen Zahlen B" betrigt, wobei B die Basis des Systems ist. Die groBte n-
stellige B-bezogene Zahl betrégt B"-1, z.B. die groBte 7-stellige Bindrzahl 1111111, =
(64+32+16+8+4+2+1)y = 1274 = 27-1 (die Zusitze ,, bzw. 4 bedeuten ,bindr‘ bzw.
,dezimal®).

Die kleinste nicht negative Zahl jeder Basis ist 0; die hochste 7-stellige Binérzahl
betrigt 1111111, oder 1274. Es gibt 2’=128 unterschiedliche 7-stellige Binirzahlen;
das zeigt, dass jede Zahl zwischen Op und 1111111, (d.h. zwischen O4 und 1274) einer
Bindrzahl bzw. einem der 128 abgebildeten Kombinationen der sieben Striche
entspricht.

Andere Basen als 2 und 10 sind nicht nur mdoglich, sondern (vor allem in der
Datenverarbeitung) gebrduchlich — dem Oktalsystem liegt die Basis 8 zugrunde, dem
verbreiteteren hexadezimalen die Basis 16: hierbei werden die Werte 104 bis 154 durch
die Ziffern A B C D € und £ dargestellt, noch unkreativer als der 1940er Vorschlag der
amerikanischen Duodezimal-Gesellschaft, 104 und 114 als ,X‘ und ,E* (gesprochen dek
und el) zu schreiben. Aufregender wiren neue Ziffern wie z.B. NAAZL G (NRId¥E Y in
7-Strichdarstellung; tibrigens, N hie 10 auch in Altdgypten) sowie neue nichtdezimale
Zahlennamen gewesen: generell tragen die Zahlworter von 11-19 das Wort ,zehn®
sogar ausdriicklich, beispielsweise ab 13 in germanischen, ab etwas hoher in
romanischen Sprachen (,elf* und ,zwolf* bedeuten zu deutsch ,eins‘ bzw. ,zwei
tibriggelassen® — nach Abzug der ,zehn‘). Zum Schluss seien auch die Basen 20 der
Mayas und 60 der Altbabylonier erwihnt.

T02 zeigt Umrechnungen der Zahlen Oy bis 2554 in binér, oktal (Zusatz ,) und
hexadezimal (Zusatz ): Ziffernspriinge dhnlich 94»>104, 994»1004 finden sich im
Bindren beispielsweise bei 11,>100,, 1111,>10000,, 11111,>100000, sowie in den
anderen Systemen bei 7,>10,, 77,»100,, F,>10, usw. wieder. Bindr entspricht jede
Oktalziffer stets der gleichen Dreier- (z.B. 3,=011y; 33,=011011y; 333,=011 011 011}),
jede Hexadezimalziffer stets der gleichen Viererkombination (z.B. AD,=1010 1101,
DAR=1101 1010, oder €3, =11100011, 3, =0011 1110y).



02 Mathematik 2 — Zweidimensionale Geometrische Kurven

Héangen variable Werte x und y voneinander derart ab, dass fiir x-Werte auch y-Werte
existieren, so ldsst sich in einem zweidimensionalen kartesischen Koordinatensystem
(Erfinder: René Descartes [1596-1650]) eine Kurve zeichnen — s. T'03. Dieses System
gibt Einzelpunkte als Zahlenpaar (x,y) an, wobei x den waagerechten und y den
senkrechten Abstand von zwei Achsen angibt, der x-Achse y=0 und der y-Achse x=0,
die sich am Ursprung (0,0) kreuzen.

I'03c zeigt, dass manch ein x-Wert keinen y-Wert hat, z.B. x=%1,57 bei der Kurve mit
Funktion y=&(x) (s. die senkrechten gestrichelten Linien) bzw. x=0 bei y=1/x; die
Kurven ,flichen ins Unendliche‘, kehren dann wieder ,von gegeniiber® zuriick. Auch bei
g=t\lx (y=tx") in T'03a und y=&(x) in T'03b gibt es fiir x<0 kein y: Quadratwurzel und
Logarithmen negativer Zahlen existieren nicht.

Kurvenkenntnissse erweisen sich als niitzlich bei der Ermittlung algebraischer
Anndherungen an empirisch gewonnene oder kompositorisch erdachte Verldufe.
Betrachten wir '03a: im von den beiden Achsen sowie (1,1) eingegrenzten Rechteck
sehen wir, dass x*>x>x” gilt, bzw. rechts oben umgekehrt. T'03b zeigt, dass y=e* nach
links immer ndher an die x-Achse, y=&(x) nach unten immer ndher an die y-Achse
kommt; die Kurven sind asymptotisch (vom gr. a [= ,nicht‘] +syn [= ,mit‘] +ptotds [=
,fall-fahig*, vom piptein=fallen]), wobei hier die x- bzw. y-Achse als Asymptote dient
(e und m [s.u.] sind die Konstanten 2,7182818284.. bzw. 3,1415926536..).

I'03c zeigt Kurven mit achsenparallen Asymptoten: z.B. bei y=1/x ist die Asymptote
zum Ursprung hin die y-Achse, nach auBlen die x-Achse; bei y=a(x) gibt es viele
parallele Asymptoten x=1,57n (richtiger: =n.1/2) bei ungeradem n. Die Asymptote bei
y="Y (x) [=(e*-e7)/(e*+e™™)] ist nach links y=—1, nach rechts y=+1. Bei den beiden
nichtgeraden Kurven in I'0 3a gibt es keine Gerade, zu der sie tendieren — obwohl rechts
oben alle drei Linien sichtlich auseinandergehen, gilt fiir alle: y»>co (unendlich) wenn
x~»00. Sie sind also nicht asymptotisch. Alle Asymptoten in T'03b und ¢ sind senkrecht
oder waagerecht; jedoch kann es auch nicht-achsenparallele Asymptoten geben.

Am Ursprung in T'03c¢ beriihrt die Gerade y=x die Kurven y="¥"(x) und y=&x(x) mit
gleichgerichtetem Verlauf; sie ist die Tangente beider Kurven an diesem Punkt. Auf
einer glatt verlaufenden Kurve kann iiberall der Kontaktpunkt einer Tangente sein. In
I'03d ist die Gerade (Allgemeinformel: y=mx+c) die Tangente zur Kurve, die sie am
Punkt (xp,yp) beriihrt. Die Steilheit oder Steigung dieser Tangente wird durch m
angegeben, der stets gleichbleibende Quotient a/b der Léngen der zwei angezeigten
Seiten a und b eines vorstellbaren rechtwinkligen Dreiecks beliebiger Grofie; das c in
der Formel entspricht dem y-Wert der Tangente an der y-Achse. Eine waagerechte
Gerade hat die Steigung 0; je mehr sie sich im Gegenuhrzeigersinn aufrichtet, desto
hoher wird die Steigung, bis diese bei einer senkrechten Lage gegen co tendiert. Die
Steigung einer nach rechts unten verlaufenden Geraden ist negativ.



T'03e zeigt den Bereich Osxs1, Osys<! in 16 Kistchen mit jeweils drei Kurven, deren
Tangentialverhalten durch die Buchstaben F, f, | und J angezeigt sind: die F-Reihe weist
bei (0,0) senkrechte, die F-Spalte bei (1,1) waagerechte Tangenten auf. Umgekehrt sind
alle (0,0)-Tangenten der J-Reihe waagerecht, die der J-Spalte bei (1,1) senkrecht.
Kleinbuchstaben bezeichnen Nicht-Tangenten, wobei f eine Kriimmung nach oben
rechts und j eine nach unten links angibt, den Buchstaben dhnlich. In jedem Késtchen
steht zudem die Quellfunktion der Kurven, wobei die nicht-tangentialen Steigungen bei
(0,0) bzw. (1,1) willkiirlich der Grundsteigung g bzw. 6 (=1/g) gleichen: g=2, 2%, und 3.
Fir g=2 sind FF und JJ Kreisquadranten, Ff, fF, Jj und |J Parabelsegmente (z.B. ,Ff¢
bedeutet Reihe F, Spalte f; ff-artige Kurven sind konvex, jj-artige konkav).

Die neun in T'03e unten links befindlichen Formeln dieser Kurvensammlung sind
kubische Funktionen der Form y=a+bx+cx’+dx>, wie z.B. y=2x-3x*+2x> fir g=2 bei
Kurve fj; ist d=0 (wie fiir g=2 bei fF und Jj), so sind sie quadratische Funktionen der
Form a+bx+cx’. Beide sind Polynome der Form g=ax°+bx1+cx2+dx3+.., wobel a, b,
c, d.. Koeffizienten sind — die hochste mit einem Nicht-Null-Koeffizienten versehenen
Potenz (d.h. ° ' %3 ) ist der Grad des Polynoms. Alle neun Formeln haben die Form
y=mox+(3-2mo—m; )x’+(mg+m;=2)x°, wobei mg und my die Steigungen bei (0,0) bzw.
(1,1) sind. Von den restlichen sieben Formeln sind Fj, FJ und fJ Interpolierungen
zwischen jenen des Neunerblocks, die anderen sind willkiirlich gewéhlt.

Die Differentialrechnung betrifft den Verdnderungsgrad von Variablen, wie z.B. mit
der Steigung einer Kurve an einem gegebenen Punkt (d.h. der hier gedachten Tangente)
als MaB ihrer y-Verdnderung: je steiler die Tangente, desto schneller steigt y im Bezug
auf x. Die Steigung wird die 1. Ableitung von y genannt und als y° (oder dy/dx)
notiert; die 1. Ableitung der Steigung ist die Kriimmung der Kurve sowie die 2.
Ableitung von y und wird als y°* (oder d’y/dx?) notiert. Daher ist Geschwindigkeit
(auf Zeit bezogen) die 1. Ableitung von Abstand, Beschleunigung dessen 2. Ableitung
und die 1. Ableitung der Geschwindigkeit. Beim Polynom y=a+bx+cx*+dx’+.. gilt
y'=b+2cx+3dx*+.. . Grundsitzlich heiBt es: fir y=mx" gilt y"=mnx""' und daher
Y =mn(n-1)x""? usw. T'03f zeigt Kurve fj (g=2) und deren 1. und 2. Ableitungen als
Funktion der Steigung: je steiler fj ist, desto hoher Kurve (i), je krummer fj, desto steiler
(i) und desto hoher oder tiefer (ii) — eine negative y-Steigung fiihrt zu einem tiefen y’.
Eine konvexe Kurve ist negativ gekriimmt, eine konkave Kurve positiv. Die
Umkehrung der Ableitung ist das Integral, in der Integralrechnung so notiert: y=|y’ dx.

Eine Methode, mehrere Punkte mit einer sehr glatt wirkenden Kurve zu verbinden, ist
der Spline, eine Aneinanderkettung kubischer Funktionen derart, dass an jedem der
Eingabepunkte drei gleiche Wertpaare gegeben sind: der Wert beider angrenzenden
Funktionen (y), sowie deren Steigungen (y") und Kriimungen (y ") —s. I'03g.

F04 zeigt eine fiir Komponisten niitzliche Ansammlung von Formeln, die bei der
Berechnung der Beschleunigung einer Folge von Schldgen anhand vom Anfangs- und
Schlusstempo, der Gesamtzeit und der Anzahl der Schldge eingesetzt werden kann.



03 Harmonik 1 — Uber das Tonhohenintervall

Dass es zwei Arten gibt, Tonhhen wahrzunehmen, steht seit einiger Zeit fest: die eine
erlaubt uns, musikalische Intervalle zu erkennen (s. Beispiele in T'05) und dadurch in
den Genuss der in der Welt liberwiegend vorhandenen tonalen Musik zu gelangen; die
andere, weitaus hdufiger eingesetzte hat mehr mit dem Gefiihl von ,hoch® und ,tief*
oder mit ,hell* und ,dunkel zu tun, nicht aber mit intervallischer Auswertung. Es gibt
Griinde, zu glauben, dass diese zweite Art im Ohr entsteht, die erste erst im Gehirn. Die
zweite Art ist es, wenn wir eine ,Sprachmelodie‘ — in manchen Sprachen wie z.B.
Chinesisch oder Thai zur Verstdndigung unentbehrlich — nur als solche wahrnehmen;
erst bei wiederholtem Zuhdren (z.B. bei einer Tonbandschleife) kommen wir auf die
darin enthaltene ,Tonhohenmelodie’. Auch die Tonhéhenwahrnehmung der
Sprachformanten, die zur Erkennung von Sprachlauten erfasst werden miissen — dieser
Bereich schlieBt auch die Erkennung von Klangfarben ein — bringt uns noch lange nicht
auf melodische Gedanken. Selbst in der Musik gibt es viele Situationen, in denen eine
intervallische Deutung der vorhandenen Tonhdhen unerwiinscht ist, z.B. bei langsamen,
ausgedehnten Glissandi oder bei Punktuellem — hier wirkt vorwiegend diese zweite Art
des Horens.

Seit Jahrtausenden sind Grundintervalle wie Oktav, Quint, Quart usw. Musikologen der
ganzen Welt bekannt; dass die Tone dieser Intervalle verschiedene Grade von
Zusammengehdrigkeit aufweisen, war auch bekannt — man sprach in Westeuropa von
,Konsonanz* und ,Dissonanz® (lat. con+ = ,zusammen-‘ bzw. dis+sondare =
,auseinander-klingend‘). Ein Merkmal der Entwicklung des Tonhdhenmaterials in
Europa wiéhrend seiner dokumentierten Musikgeschichte ist die allmdhliche Einfiigung
von immer — so wie es heillit — ,dissonanteren‘ Intervallen; dies kam durch die immer
komplexer werdende Harmonik (z.B. durch neue, gewagte Intervallverbindungen)
zustande. Der mogliche Riickschluss, das Urtonmaterial muss nur aus den
,konsonantesten‘ Intervallen bestanden haben, ist offensichtlich falsch. Als melodische
Bausteine sind kleinere Intervalle wie Sekunden und Terzen bestimmt élter als die
weltweit flir ihre Konsonanz bekannten, aber intervallisch sprunghafteren Quarten,
Quinten oder Oktaven (man stelle sich eine ausschlieBlich aus diesen
zusammengesetzte Melodie vor!). Tonh6henintervalle werden in der Musiktheorie in
zwei GrofBenklassen unterteilt: Schritt (kleine und groBBe Sekunden) und Sprung (Terzen
und groBer); es gibt Griinde, die Schwelle zwischen diesen Klassen in tieferen Tonlagen
nach oben zu verschieben.

Es ist moglich, dass eine Interaktion zwischen den beiden oben beschriebenen Horarten
— ich mochte sie die ,intervallische® bzw. die ,tonlagenmdffige’ nennen — zum Aufbau
von Tonho6henskalen fiihrte und zwar wie in folgender Vorstellung dargelegt:



Phase 1 — Sprachmelodie als gefiihlsméBiges Element der Sprache wird ritualisiert und
formalisiert zu einer Art Sing-sang. Die Tonhohenbewegungen sind verhéltnisméBig
klein (vielleicht Schritte bis zu einer Terz) und intervallisch noch undefiniert.

Phase 2 — Durch das Erweitern des Tonhhenumfangs des Sing-sangs kommt man in
die Nédhe von ,konsonanteren‘ Stellen im Tonhohenraum (z.B. Quart und Quint), die
intervallische Querverbindungen suggerieren. Hier féngt intervallisches Horen an.
Durch ein Rationalisieren der Gesangsstufen werden Skalen geformt. Wahrscheinlich
sind Quart, Quint und Oktav intervallisch bekannt und teils fixiert, wihrend die anderen
Stufen zunéchst nur tonlagenméaBig angedeutet bleiben, ein Mischsystem.

Phase 3 — Man findet manche der klareren, gestimmten Skalenstufen {ibertrieben
,sauber’ und beginnt sie durch leichte Verstimmungen zu ,trilbben‘, zu ,farben‘,
,anzureichern‘. Hier wirkt wieder das Tonlagenhdren: neben den intervallisch
definierten Skalenstufen werden tonlagenmiBig fixierte Stufen vielleicht doch auch
intervallisch zurechtgehort, sie sind aber jetzt reicher, vibranter als wenn sie
reingestimmt wiren. Es mag interessieren zu wissen, dass die Einfithrung der ersten
nicht-diatonischen Skalenstufen (z.B. B oder Fis in die Tonart C) Chromatisierung
genannt wurde (vom griech. chroma = ,Farbe‘): daher stammt die Bezeichnung
Chromatische Skala fiir das Endergebnis dieses Prozesses.

Phase 4 — Die gefarbten Stufen rationalisieren sich erneut: z.B. die kleine Terz, die
moglicherweise als Farbung der grofen entstand, fixiert sich auf ihre heute bekannten
reingestimmten Stellen.

Alles andere ist eine zyklische, eher spiralartige Wiederholung von Phasen 3 und 4. In
chinesischer Musik werden oft an sich klar definierte Intervalle wie die Oktav gerade so
weit verstimmt, dass sie zwar sehr vibrant klingen aber noch als Oktaven wirken; das
wiére ein Beispiel von Phase 3. In arabischer Musik kommen durch solche Verfarbung
Intervalle wie die etwa auf halbem Weg zwischen kleiner und groBer Terz befindliche
neutrale Terz zustande, zuerst als intervallisch undefinierte Abweichung der beiden
anderen, dann in den Korper der reinen Stimmung hineinbezogen, ein Beispiel fiir
Phase 4. Hier mochte ich an Theorien zur Entstehung des Mondes erinnern: hat sich der
Mond neben, unabhingig von aber zeitgleich mit der Erde aus derselben Staubwolke
geformt, oder wurde er aus der Erde herausgerissen? So konnte man sich die neutrale
Terz als unabhingige Erscheinung vorstellen oder aber — wie hier dargestellt — als
spater fixierte Umstimmung der anderen Terzen.

Diese spekulative Darlegung deutet Vorgidnge an, die wahrscheinlich — wenn tliberhaupt
— zum groBten Teil in der menschlichen Vorgeschichte, sogar in der vormenschlichen
Geschichte stattfanden und zwar nicht der Reihe nach sondern ineinander verschachtelt.
Uberhaupt ist es vorstellbar, dass auch heute die als Leittdne fungierenden Stufen einer
Skala mehr zur Tonlagen- als zur Intervallstimmung neigen und dass sie erst beim
Rollenwechsel durch eine Modulation voriibergehend an intervallischer Relevanz
gewinnen.



04 Mathematik 3 — Das Lineare und das Logarithmische

Eine arithmetische Folge ist eine Folge von Zahlen, die eine konstante Differenz zweier
benachbarter Zahlen aufweist, z.B. 2, 5, 8, 11, 14,... Hier ist die Differenz immer 3. In
einer geometrischen Folge ist der Quotient zweier benachbarter Zahlen konstant, z.B. 2,
4,8, 16, 32,... Hier ist der Quotient immer 2.

In der Obertonreihe (s. T06a) sind die Frequenzen sidmtlicher Tonhohen ein
ganzzahliges Vielfaches von der Grundton-Frequenz, z.B. 100 Hz, 200 Hz, 300 Hz, 400
Hz, 500 Hz, usw., also eine arithmetische Folge; die diesen Frequenzen approximativ
entsprechende Notennamen sind nach dem gingigen, doch umstindlichen
deutschsprachigen System angegeben: ab 130 Hz sind die Namen aufwérts mit kleinem,
abwirts mit grolem Anfangsbuchstaben angegeben; die sich jeweils von C bis H
laufenden Oktaven werden ab 250 Hz aufwairts mit Strichen, ab 67 Hz abwarts mit
Ziffern gezdhlt. Was an dieser Tonfolge auffillt, ist, dass nach oben hin die
Tonhdhenintervalle immer kleiner werden, obwohl die Frequenzdifferenz immer gleich
bleibt, ndmlich 100 Hz. Der Grund dafiir ist, dass nicht die Differenz, sondern der
Quotient zweier Frequenzen fiir die GroBe des dazwischenliegenden Intervalls
ausschlaggebend ist.

Wollten wir eine Folge von Tonen gleichen Abstandes aufstellen, so miissten wir die
Frequenz eines jeden Tones mit einem konstanten Faktor multiplizieren; bei dem
Intervall der Oktav wire dieser Faktor 2, so dass — von der Frequenz 27,5 Hz vom
tiefsten A des Klaviers ausgehend — die folgenden gleichnamigen Tone die Frequenzen
55, 110, 220, 440, 880, 1740... Hz aufweisen — s.I'0 6b (die Notennamen sind ebenfalls
angegebenen). Diese ,exponentiell* zunehmende (geometrische) Frequenzkurve hat also
die Empfindung einer konstant steigenden Tonhdhe zur Folge. Wenn wir mit der Taste
,In‘ eines Taschenrechners die natiirlichen Logarithmen dieser Frequenzen errechnen
(die Bezeichnung ,Logarithmus® entstammt den griechischen Wortern logos [hier =
,Verhiltnis‘] sowie arithmos [= ,Zahl‘]), so ergeben sich folgende Werte: 3,3, 4,0, 4,7,
5,4, 6,1 usw., Zahlen mit einer konstanten Differenz von 0,7. Diese arithmetisch-
logarithmische Zahlenfolge bietet eine bessere Entsprechung zur Tonhéhenempfindung
als die lineare Folge der Frequenzwerte, wie von den Wissenschaftlern Ernst H. Weber
(1795-1878) und Gustav T. Fechner (1801-1887) im mittleren 19. Jahrhundert
eindrucksvoll begriindet: das Weber-Fechner-Gesetz besagt, dass eine gerade noch
wahrnehmbare Reizzunahme einen festen Prozentsatz des Ausgangsreizes ausmacht,
woraus folgt, dass wenn physikalische Reize geometrisch zunehmen, deren biologische
Empfindungen sich arithmetisch verhalten. Dieses Gesetz hat im Seh-, Hor-, Tast- und
praktisch allen anderen Sinnesgebieten Giiltigkeit.



I'03b zeigt drei Kurven: y=e*, y=x, y=a(x). Die Kurve von y=&(x) sieht aus wie eine
Kriimmung nach unten rechts der Ausléufer der Kurve von y=x, deren Logarithmus sie
darstellt. Nach den Logarithmus-Gesetzen ist y=x der Logarithmus von y=e*; obwohl
erstere eine Gerade ist, ist sie auch eine dhnlich verlaufende Kriimmung der zweiten
Kurve. Man konnte sagen, die Logarithmisierung bewirke eine Art ,Dampfung*
(Krimmung nach ,unten‘ in den negativen y-Bereich, ,Konvexisierung‘) einer
gegebenen Kurve; der umgekehrte Weg — die Linearisierung — ldsst die Kurve bei
zunehmenden x schneller steigen. y=e”* ist die lineare Form von y=x, welche in diesem
Zusammenhang die logarithmische ist; y=x ist die lineare Form von &(x). Wie zu
ersehen ist, ist die Bezeichnung ,linear® nicht gleichbedeutend mit ,geradlinig®; der
Begriff Antilogarithmus wird manchmal dafiir verwendet (der ,Antilog‘ von x ist e*).

Der Ursprung des Logarithmus (allgemein abgekiirzt &) kann so veranschaulicht
werden: gilt das Verhiltnis a=b°, so ist ¢ der ,Logarithmus vom Argument a zur Basis
b‘, als &pa oder &y(a) notiert. Der dekadische oder Zehner-Logarithmus von 2 (zur
Basis 10, haufig abgekiirzt als &, welches hier Verwendung findet) ist 0,30103, weil
10%%"%=2 oilt. Z.B. kénnte der Ausdruck &(u) bzw. &iio(u) als ,10-hoch-wieviel-
ist(u)?* verstanden werden. Die natiirlichen Logarithmen (abgekiirzt &) sind solche zur
Basis e, der nach dem Mathematiker Leonhard Euler [1707-83] sogenannten
Euler'schen Konstanten 2,7182818284590452353602874... = (1+'/,)" bei sehr grofem n
(bei den ersten Berechnungen von Logarithmen erwies sich die Basis e als die am
einfachsten Handhabbare). Mit dieser Notationsweise ausgeriistet, 1dsst sich das Weber-
Fechner-Gesetz wie folgt schreiben: E=k+c.&(R), wobei R den Reiz und E die
Empfindung bezeichnen (k und c sind gebietspezifische Konstanten).

Einige Regeln:
a(m.n)=&(m)+a(n)
Aa(m/n)=&a(m)-&a(n)
am")=n.&am)

ist n=&(m), so ist m=e"

Der natiirliche Logarithmus ldsst sich auch als unendliche Potenzreihe darstellen:

A(1+x)=x-x/2+x*/3-x"4+ ...



05 Mathematik 4 — Die Umrechnung Linear<>Logarithmisch

Bei vielen Phidnomenen bewirkt eine geometrische Verédnderung eines Parameters eine
arithmetische Empfindung beim Empfianger — messbare und fiithlbare Werte bilden
meist unterschiedliche Skalen. Ein Ton, dessen Frequenz als Mall der Tonhohe
fortlaufend mit einem konstanten Faktor multipliziert wird (eine geometrische
Verianderung), steigt stets um ein konstantes Tonhohenintervall (arithmetisch). Ein
Ton, dessen Schallintensitdt als Mal} der Lautstirke fortlaufend mit einem konstanten
Faktor multipliziert wird (geometrisch), steigt stets (arithmetisch) um ein konstantes
Lautstdrkenintervall. Auch au3erhalb der Musik erscheint diese Relation: Ein Stern,
dessen Helligkeit fortlaufend mit einem konstanten Faktor multipliziert wird
(geometrisch), wirkt stets (arithmetisch) um ein konstantes Intervall heller. T07 zeigt
das arithmetrisch-geometrische Verhdltnis anhand dieser drei Instanzen: jeweils sind
auf der x-Achse unten Intervalle, auf der y-Achse links die entsprechenden
Messwertfaktoren — nicht mafstabgetreu — angezeigt. Zur zusitzlichen
Veranschaulichung sind oben Unterteilungen eines einzigen Intervalls und rechts die
entsprechenden Faktoren — hier mafstabgetreu — gezeigt, einer optischen Vergroflerung
der kleinen, jeweils unten links befindlichen, fett umrandeten grauen Rechtecke gleich.
In jedem Bild ist also die Entsprechung zwischen der arithmetisch steigenden
IntervallgroBe und des resultierenden, geometrisch steigenden Faktors zu sehen, in
I'07a und b mit Frequenzfaktor 2 und Schallintensititsfaktor 10 pro angezeigtes
Intervall (rechts im Bild auch a) Frequenzfaktor 25 = 5\]2 pro Fiinftelintervall bzw. b)
Schallintensititsfaktor 10"'° = 10\]10 pro Zehntelintervall); die MaBeinheiten dieser
Intervalle (Oktav und Bel) werden spiter erldutert.

Zur Sternhelligkeit: Laut Definition ist ein Stern, der 100mal so hell ist wie ein anderer,
um fiinf Helligkeitsgrade heller; das ist die Einheit der in T'07c gezeigten Intervalle.
Ein Helligkeitsintervall von 5 Grad entspricht also einem Helligkeitsverhdltnis von
1:100, ein Helligkeitsintervall von 10 Grad demnach einem Helligkeitsverhéltnis von
1:10.000, weil jede einzelne Steigerung um ein gewisses Intervall dem gleichen
geometrischen Faktor entspricht, hier 100fach pro 5 Grad. Gleichzeitig entspricht ein
Helligkeitsintervall von genau 1 Grad einem Helligkeitsverhéltnis von 1:1 00'° = 5\/1 0o,
etwa 2,512 (s.u.).

Ist der einem Grad oder Intervall entsprechende Faktor F, so bedeutet eine Steigerung
eines Messwertes um x solche Grade oder Intervalle (wobei x sowohl ganzzahlig als ein
Bruch sein kann) eine Multiplikation des Wertes mit F*. Wie oben gesehen, wiirde
umgekehrt die Teilung des Intervalls in x gleiche Teile zu x aufeinander folgenden
geometrischen Steigerungen fiihren, und zwar jeweils um die x-te Wurzel von F:
deswegen ist der einem einzigen Helligkeitsgrad entsprechende Faktor F=1 00", weil in
diesem Fall F>=100 ist. Die Zahl x kann sowohl ganzzahlig als auch ein Bruch sein.
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Allgemein gesagt: wenn die Steigerung eines Messwertes um G intervallische Einheiten
(z.B. Tonhohen-, Lautstirkenintervalle oder Helligkeitsgrade) eine Erhdhung des
Wertes auf ein F-faches desselbigen verursacht, dann entspricht ein Intervall von g
Einheiten einem Wertquotienten q,, von

qQw = Wz/W1 = Fg/G

wobei die Variable g das Intervall in der gegebenen Einheit, w1 und w; die Messwerte
der das Intervall bildenden Elemente sind. Man merke: g und G werden in gleichen
Einheiten gemessen, die Konstanten F und G bedingen sich gegenseitig! F¥C schreibt
sich auch (C‘\/F)g, die ,g-te Potenz der G-ten Wurzel von F‘. Als Erinnerungsstiitze
merke man auch, dass F fiir ,Faktor® oder ,—fach® und g sowie G fiir ,Grad‘ stehen
konnen.

Ein Beispiel aus dem Lichtbereich (die fiir Helligkeitsgrade vorgesehene Zahl sinkt bei
zunehmender Helligkeit; Grad 1 ist also 100mal heller als Grad 6, negative Grade noch
heller):

F und G sind durch 100 bzw. 5 zu ersetzen, woraus die Formel g = 100%° erwiichst.
Die Helligkeit des Sterns Sirius betrdgt —1,58 Grad, die des Sterns Alpha Centauri 0,06
Grad. Das Helligkeitsintervall g betrdgt somit 1,64 Grad. Also ist Sirius 100'4%5 =
100%3%= 4,529mal heller als Alpha Centauri.

Umgekehrt kann man die Intervallgrofe in der gegebenen Einheit durch die Angabe der
Messwerte oder zumindest deren Quotienten gewinnen:

g=G (&lqw)/a(F))

Auch hier sind Variable g und Konstante G einheitsgleich; ebenso bedingen sich die
Konstanten F und G gegenseitig.

Noch ein Beispiel aus dem Lichtbereich anhand der entsprechenden Formel g =5
(&(an)/&(100)):

Die Sonne ist 15,85 Billionen* mal so hell wie ein gerade noch sichtbarer Stern mit
Helligkeitsgrad 6. Also ist sie um 5(&(15.850.000.000.000)/&(100)) = 33 Grade
heller; ihr Helligkeitsgrad betrigt -27.

* Im beinah weltweiten Sprachgebrauch bedeutet Billion eine Million Millionen (nach
der hier verwendeten, sogenannten /angen Leiter genannt); dagegen meint es in den
USA wund Brasilien, auch tendenziell in manchen anderen, hauptsichlich
englischsprachigen Staaten eintausend Millionen (die kurze Leiter), wofiir die
Peletier'sche Variante der langen Leiter Milliarde vorsieht.
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06 Akustik 1 — Grundeinheiten der Tonhohe und der Lautstirke

Ein Sinuston ist ein ,reiner’ Ton, bei dem eine einzige Frequenz erklingt; diese wird
allgemein in Hertz (nach dem Physiker Heinrich Hertz [1857-94], kurz ,Hz®)
gemessen, der Schwingungsanzahl pro Sekunde. Eine arithmetisch steigende
Hertzzahlenfolge ldsst nicht gleiche Tonh6henabstinde empfinden; vielmehr tut dies
eine geometrische Folge, wie z.B. die Oktaven ...110 220 440 880... Hz. Ein
Oktavsprung nach oben, intervallisch in 12 gleiche Halbtone bzw. 1200 Cent (lat.
centum = ,hundert‘, kurz ,Ct‘; 1 Halbton = 100 Ct) traditionell teilbar, entspricht genau
der Verdopplung der Frequenz; wenn also die Steigerung der Frequenz um 1200 Cent
eine Erhohung derselben auf ein zweifaches verursacht, so entspricht ein Intervall von c
Cent einem Frequenzquotienten q; von
Q= fZ/f1 = 20/1200

Hier ist c das Intervall in Cent, f; bzw. f; die Frequenz in Hertz der das Intervall
bildenden Tone. Man merke: die Einheit fiir ¢ gleicht der des Nenners 1200 (q; = 2n12
gilt fiir das Intervall h in Halbtonen, ;= 2" fiir das Intervall ) in Oktaven).

Ein Beispiel: Finde die Frequenz von c", 300 Ct iiber dem Kammerton a' (440 Hz).
Die Losung: f2 = f;.2°'2° = 440 Hzx2%'2%° = 440 Hzx2" = 440 Hzx1,1892 = 523,25 Hz

Noch eins: Finde die Frequenz von c', 900 Ct unter dem Kammerton a' (440 Hz).
Die Losung: f2 = ;.22 = 440 Hzx2 7°'2°°= 440 Hzx2 ™ = 440 Hzx0,5946 = 261,63 Hz.

Dass diese Frequenz die Hélfte von jener von C" betrdgt soll nicht verwundern, denn C'
liegt genau eine Oktav darunter. Siehe auch TO8a fiir eine 12-oktavige Liste von
Frequenzen im Abstand von 100 Ct.

Die umgekehrte Formel: c=1200(&(qy)/&(2))

Ein Beispiel: Wie groB ist das Intervall zwischen 500 Hz und 600 Hz?
q;=600/500=1,2; c=1200(&(1,2)/a(2)) = 1200(0,1823/0,6932) = 315,6 Ct.

Man sieht hierdurch, dass das Frequenzverhiltnis 5:6 grundsitzlich dem Intervall 315,6
Ct (etwas grofBer als die kleine Terz zwischen @' und c") entspricht.

Noch ein Beispiel: Wie groB3 ist das Intervall zwischen a' (440 Hz) und der Frequenz
der Erdumdrehung (einmal in 23,9345 Stunden, d.h. 0,000011605 Hz)?

c = 1200(&(440/0,000011605)/&(2)) = 1200(17,45/0,6932) = 1200 x 25,17616 Ct
oder 25,17616 Oktaven, d.h. 25 Oktaven und 2,114 Halbtone.

Dies bedeutet, dass die Erdumdrehung frequenzmifig 11,4 Ct unter dem Ton Gg; liegt.

Zur Lautstirke: Ein gerade noch horbarer Ton von 1000 Hz {ibt einen Schalldruck (ein
Mal} der Lautstirke) von etwa 20 Mikropascal (abgekiirzt ,uPa‘) oder 0,2 Nanobar
(,nbar‘) aufs Ohr aus. Wird dieser Druck mit einem konstanten Faktor fortlaufend
multipliziert, so entsteht der Eindruck einer ebenmifBig zunehmenden Lautstirke. Beim
Faktor z.B. 10 wird das entsprechende Lautstirkenintervall mit 20 Dezibel angegeben.
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Ein Bel (genannt nach dem Erfinder Alexander Graham Bell [1847-1922]) entspricht
per Definition der Verzehnfachung der Schallintensitdt (ein anderes Lautstirkenmal, in
Leistung, z.B. Watt, pro Flicheneinheit, z.B. Quadratmeter) gemessen; also entsprechen
2 Bel einer Verhundertfachung der Schallintensitit. Die Schallintensitdt variiert
proportional zum Quadrat des Schalldrucks (s. T08b und T09; Letzteres
veranschaulicht dieses Verhéltnis) — die Verhundertfachung der Intensitdt bewirkt eine
Verzehnfachung des Schalldrucks: 1 Bel = 10 Dezibel, 2 Bel = 20 Dezibel
(hundertfache Intensitét, zehnfacher Druck). Die Zusammenlegung mehrerer (nicht-
sinusartigen) Schallquellen ldsst deren Schallintensititen summieren; doch ist fiir
manche Betrachtungsweisen (z.B. bei Schallwellen-Amplituden oder Stromspannung)
der Schalldruck ein geeigneteres Mal3. Bei der Summierung von Sinustonen spielt die
Phase eine entscheidende Rolle — z.B. zwei Sinuskurven gegenteiliger Phase 16schen
sich bei der Summierung gegenseitig aus (s. Kapitel 29).

Eine Steigerung der Lautstirke um 10 Dezibel (abgekiirzt ,dB) entspricht also genau
der Verzehnfachung der Schallintensitét; also entspricht ein Intervall von | dB einem
Schallintensitdt-Quotienten q; von

Qi = 'lz/'l1 =1 0l/10,
wobei | der Lautstdrkenabstand in dB, iy bzw. i, die respektive Schallintensitit (z.B. in
W/gm) der das Intervall bildenden Tone sind.

Wie oben gesagt, entspricht eine 20 dB-Steigerung der Verzehnfachung des
Schalldrucks; entsprechend gilt fiir einen Schalldruckquotienten g

ap= p2/pr =102
L ist wie oben, p1 bzw. p; der respektive Schalldruck (z.B. in uPa).

Ein Beispiel: Finde die Schallintensitét eines Tones 120 dB {iber dem Pegel 1 pW/qm.
Die Losung: i, =1;.10""°= 1 pW/qm x10'?"°=1 pW/qm x 10'>=10"? pW/qm = 1 Watt.

Noch ein Beispiel: Finde den Schalldruck eines Tons 120 dB iiber dem Pegel 20 pPa.
Die Losung: p; = p1.10"2°= 20 uPa x10'%?°= 20uPa x 10°= 20 Pascal.
Wie in T08b gezeigt, entspricht der Schalldruck 20 Pascal der Schallintensitit 1 W/qm.

Umgekehrt gilt die Formel — 1=20(&(qp)/&(10)) =10(&(q))/&(10)),
durch Zehnerlogarithmen auf =20 &(qp) =10 &(q;) zu vereinfachen.

Ein Beispiel: Wie viele dB entsprechen einer Schallintensitdtsverdopplung?
Die Losung: L=10&(2/1)=10 = 0,30103 =3,0103 dB.

Noch ein Beispiel: Wie viele dB entsprechen einer Schalldruckverdopplung?
Die Losung: L =20 &(2/1) =20 = 0,30103 = 46,0206 dB, die Vervierfachung der Intensitat
bedeutend.

Aus obigem kann man folgern, dass Schalldruck und -Intensitdt (analog zu Frequenz)
lineare und Dezibel (analog zu Cent) logarithmische Einheiten sind.
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07 Harmonik 2 — Das Frequenzverhéltnis eines rationalen Intervalls

Wird die Frequenz einer vorgegebenen Tonhdhe verdoppelt, so merken wir, dass die
Tonhohe sich erhoht und zwar um genau eine Oktav. Dies geschieht bei jeder
beliebigen Ausgangsfrequenz, so dass wir sagen konnen: die Oktav ist ein
Tonhohenintervall, das einem Frequenzverhéltnis von genau 1:2 entspricht. Wenn wir
stattdessen das Verhéltnis 2:3 (z.B. 100 Hz:150 Hz, der 2. und 3. Teilton einer auf 100
Hz basierenden Obertonreihe) betrachten, haben wir es hier mit der reinen Quint zu tun;
weil 440 Hz dem Kammerton a' entspricht, ist die Frequenz vom e", eine Quint hoher,
660 Hz. Grundsitzlich konnen wir sagen, dass das Wesentlichste, das ein rationales
Tonhdhenintervall charakterisiert, das Verhéltnis zwischen seinen Frequenzen ist, eine
GroBe, die als Paar von teilerfremden Ganzzahlen der Form P:Q dargestellt wird.

Unsere musikalische Erfahrung sagt uns, dass eine Doppelquint einer groflen None
entspricht. Nehmen wir das Beispiel c'+Quint=@g'; g'+Quint=d". Ist f Hz die Frequenz
von C', so betrdgt die von g": fx1,5=1,5f Hz. Da eine steigende Quint immer eine
Frequenzzunahme von 50% verursacht, so ist die Frequenz von d" 1,5fx1,5=2,25f. Dass
die Halfte von diesem Wert (2,25§/2=1,125f) uns eine Oktav herunter auf d' bringt,
hingt damit zusammen, dass eine fallende Oktav eine Halbierung der Frequenz zur
Folge hat. Dieser Vorgang lésst sich auch so beschreiben:

Cc' +Quint +Quint -Oktav =d'
oder foox3/2 x3/2 x1/2 (9/8)f. *

Daraus ist zu ersehen, dass die Steigerung einer Tonhdhe um ein Intervall durch die
Multiplikation der Frequenz mit dem Bruch, der dem Frequenzverhéltnis des Intervalls
entspricht, erfolgt. Umgekehrt entspricht die Senkung um ein gewisses Intervall der
Division durch den entsprechenden Bruch. Hier sind nun die Briiche von bisher vier
Intervallen aufgezeigt worden, die bis zu einschlieBlich einer Oktav reichen; sie sind
Prim (1/1), groBe Sekunde (9/8), Quint (3/2), Oktav (2/1).

Weitere Stufen konnen auf dhnliche Weise errechnet werden,

wie z.B. die groBe Sext = grole Sekunde plus Quint, also Bruch =9/8 x 3/2=27/16
oder die reine Quart = Oktav minus Quint, also Bruch = 2/1 x 2/3 = 4/3 *
oder die groBe Terz = groBe Sext minus Quart, Bruch =27/16 x 3/4 = 81/64 *
oder die kleine Septim = Quart plus Quart, Bruch = 4/3 x 4/3 =16/9

Obige Intervalle sind ausschlieBlich durch die Addition bzw. Subtraktion von Oktaven
und Quinten gestimmt worden; diese Art von Stimmung heilit die Pythagoreische (nach
threm Fiirsprecher Pythagoras von Samos [ca.575-ca.500 v.Chr.]). Die darin befindliche
groBe Terz 81/64 wird auch Diton genannt, weil sie sich aus der Summe zweier 9/8-
Ganztone ergibt (9/8 x 9/8 = 81/64). Auch ersichtlich ist, dass die 16/9-Septim durch
den Abzug eines 9/8-Ganztons von einer Oktav entsteht (2/1 x 8/9 = 16/9).

(*die Teilung durch einen Bruch gleicht der Multiplikation mit der Bruch-Umkehrung)
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Dass andere Stimmungen moglich sind, sieht man am Beispiel der selbigen groB3en
Terz, die auch als 64:81 geschrieben werden kann (das Verhéltnis P:Q — wobei hier die
beliebige Konvention P<Q eingehalten wird — entspricht dem Bruch Q/P wenn das
Intervall steigt, P/Q wenn es fillt). In der Obertonreihe, in der jeder Teilton ein
Vielfaches der Grundfrequenz aufweist, ist das Intervall zwischen dem 1. und dem 2.
Teilton (1:2) erwartungsgemil eine Oktav, jenes zwischen dem 2. und dem 3. (2:3)
eine Quint, jenes zwischen dem 3. und dem 4. (3:4) eine Quart (s. I'06a). Zwischen
dem 4. und dem 5. Teilton befindet sich ein Intervall, das mit 386 Ct etwas kleiner als
die temperierte grofe Terz (400 Ct) ist; es klingt im Zusammenklang wie eine
besonders reine, schwebungsfreie grofle Terz, weswegen es die reine Terz oder (wegen
der Obertonreihe) Naturterz genannt wird. Vergleichen wir ihre Grofle mit jener des
pythagoreischen Namensvetters:

bei 5/4 betragt das Intervall 1200x (&(5/4)/&(2)) = 386,31 Ct,

bei 81/64 betrigt es 1200x (&x(81/64)/&(2)) = 407,82 Ct.

Der 21,51 Ct-Unterschied, etwa ein Fiinftel eines Halbtons, das Syntonische Komma
genannt, entspricht dem Intervall 81/64x4/5=81/80.

Die Obertonreihe kann auf einer gespannten, schwingenden Saite (z.B. eines Klaviers
oder Streichinstruments) durch Beriihrung von Knotenpunkten hérbar werden; fiir den
n. Teilton betrdgt der Abstand zwischen dem entsprechenden Knotenpunkt und dem
Saitenende 1/n der Saitenldnge. Wird der 5. Teilton beispielsweise eines tiefen Cs auf
dem Klavier zum Erklingen gebracht, so lédsst sich feststellen, dass der mit der e'-Taste
spielbare Ton tatsdchlich nur 14 Ct hoher liegt (vorausgesetzt, das Klavier ist gut
gestimmt). Dass ldsst sich auch so errechnen: das tiefe C hat die Frequenz 65.4064 Hz
(s. TO8a); folglich hat sein 5. Teilton die fiinffache Frequenz 327,032 Hz. Jedoch ist
laut TO8a das genau 28 Halbtone iiber C liegende €' hdoher: bei 329.628 Hz. Der
Zusammenklang beider Tone ergibt aus akustisch erkldrlichen Griinden eine deutlich
horbare, der Frequenzdifferenz entsprechende Lautstirkenschwebung von etwa 2,6
Hertz.

Natiirlich lassen sich Intervalle auch durch die Addition bzw. Subtraktion von Oktaven,
Quinten und (reinen) Terzen erstimmen, wie z.B.

die groBe Sext = reine Terz plus Quart; Bruch =5/4 x 4/3 = 5/3 oder

die kleine Septim = zwei Quinten minus reine Terz; 3/2 x 3/2 x 4/5=9/5.

Hier noch einmal die pythagoreische Ableitung (von C aus gemessen — hier sind Oktav
(1:2), Quint (2:3) und Terz (4:5) mit Q, Q, T bezeichnet) der Tone

D E F G A B
20-Q  40-2Q0 0-Q O 30-Q  20-2Q
Alternativ dazu: T Q+T-Q  2Q-T
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08 Akustik 2 — Cent und Dezibel verglichen

Ein Vergleich zwischen der Formel zur Umsetzung von Intervallgréfe (Cent) in
Frequenzverhéltnis und jener zur Umsetzung von Lautstirkenabstand (Dezibel) in
Intensititsverhdltnis zeigt interessante Parallelen, zum Beispiel wenn man den
Frequenzquotienten einer temperierten gro3en Terz (400 Ct) errechnet:

Q= 21001200 913 _ 4 95002105
Man kann also sagen: eine Frequenzsteigerung um 25,992% entspricht einer Erhohung
der Tonhdhe um eine temperierte grof3e Terz.

Jetzt rechne man den Schallintensitidtquotienten eines Dezibels:

q=10"""=1,258925412
Man kann hier sagen: eine Schallintensititsteigerung um 25,893% entspricht einer
Erhohung der Lautstirke um einen Dezibel.

Die Ahnlichkeit dieser beiden Werte kann man zunutze machen z.B. so: will man
wissen, wie viele Dezibel einer Verdopplung der Schallintensitét entspricht, so braucht
man nur zu bedenken, wie viele grofle Terzen fiir eine Verdopplung der Frequenz nétig
sind, oder in anderen Worten, wie viele grole Terzen in eine Oktav passen — ndmlich 3.
Oder will man beispielsweise wissen, welchem Schallintensitdatverhéltnis 10 dB
entspricht, so braucht man nur zu iiberlegen, welchem Frequenzverhiltnis 10 grofe
Terzen (= 3 Oktaven plus Terz) entsprechen: 2x2x2x5/4 = 10 — wie per Definition (die
Naturterz 5/4 ist fast so gro wie die temperierte) — s. I'10a fiir einen bildlichen
Vergleich anhand einer Klaviatur der Tonhdhen- und Lautstirken-Einheiten (hier
Schallintensitdts-Verhéltnisse; fiir Schalldruck verdopple man die dB-Werte).

Die Tatsache, dass Cent und Dezibel logarithmische Ausdruckseinheiten fiir
Messwertquotienten sind, die selber losgeldst von MalBeinheiten sind, lieBe ihre
Anwendung auch in anderen Bereichen zu, wie beispielsweise dem Bankwesen: wiirden
wir annehmen, eine Geldsumme wiirde mit einem Zinseszins von jéhrlich 7,2% verzinst,
so konnten wir wahrheitsgemdll behaupten, diese Summe wachse kontinuierlich um
1200(&(1,072)/&(2)) = 120 Ct oder um 10lg(1,072) = 0,3 dB pro Jahr. Um sich zu
verdoppeln, braucht die Summe 1200 Ct/120 Ct bzw. 3 dB/0,3 dB = 10 Jahre. Diese
Ubung ist sicherlich eine Spielerei, aber die gewdhnlichen Anwendungsbereiche von
Cent und Dezibel sollen nicht {iber die Tatsache hinwegtiduschen, dass sie logarithmisch
errechnete Einheiten zur Messung von Verhéltnissen sind.
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So wie eine in Metern angegebene Zahl den rdumlichen Abstand zwischen zwei
Punkten beschreibt, werden Cent- oder Dezibelangaben dazu verwendet, den Abstand
zwischen zwei Tonhdhen bzw. Laustirken zu verdeutlichen. Berghohen werden
gewohnlich in Metern liber dem Meeresspiegel angegeben; hier wurde die Hohe des
Meeresspiegels als ,null Meter® definiert. Im Bereich der Temperatur wurde der
Nullpunkt der Celsiusskala auf den Schmelzpunkt von Eis festgesetzt. Es gibt mehrere
auf solche Weise fixierte dB-Skalen. Eine fiir akustische Vermessungen geldufige —
dB(SPL) genannt (von engl. ,Sound Pressure Level® = ,Schalldruckpegel‘) — hat ihren
Nullpunkt bei 20 pPa (= 1 pW/qm), laut allgemeiner Annahme dem schwéchsten
gerade noch mit den Ohren wahrnehmbaren Schalldruck bei 1000 Hz; T11 bietet eine
Reihe von dB(SPL)-Beispielen aus dem Alltag. Eine andere Skala — dBu genannt —
findet in Tonstudios Verwendung: der Nullpunkt ist hier 0,775 Volt (die bekannte, nach
dem Physiker Alessandro Volta [1745-1827] genannte Einheit fiir Spannung, kurz ,V*)
genormt; das ,u‘ soll die Einheit vom dBV (Nullpunkt 1 V) unterscheiden. Von diesem
maximalen Nullwert abwirts sind dBu-Werte negativ (vgl. die Kalibrierung des von
Audiogerdten bekannten ,Volume Unit [VU-] Meters® in I'10b). Die Umrechnung von
Spannungsverhéltnissen in dB erfolgt nach der Formel fiir Schalldruck — die Spannung
in Volt (V) verhilt sich genau wie Schalldruck (Pa) und Amplitude (mm).

Wie aus T08b ersichtlich ist ein Pascal per Definition der Druck von 1 Newton Kraft
(einem Gewicht von etwa 102 Gramm entsprechend) auf 1 Quadratmeter; folglich
entsprechen 20 pPa einer Gewichtverteilung von 2,04 Milligramm pro Quadratmeter
oder etwa 20 gm pro Hektar (also: 1 Pascal = ca. 1 Tonne/Hektar); die Einheit (kurz
,Pa‘) wurde nach dem Mathematiker und Philosophen Blaise Pascal (1623-1662)
genannt. Eine andere Einheit fiir Druck ist ,Bar* ({iber ,Barometer‘ vom griech. baros =
,Schwere* [der Luft]): 1 Bar = 100.000 Pascal oder 1.000 Hektopascal (kurz ,hPa‘). Der
Schalldruck einer Schallwelle ist das (als Effektivwert oder RMS — engl. root mean
square = ,Wurzel des Durchschnitts aller Quadrate‘) umgerechnete Ausmal} der durch
sie verursachten Schwankung des Luftdrucks; da dieser normalerweise etwa 1 Bar
betrdgt, kann man sich vorstellen, wie eine schnelle Schwankung des Luftdrucks um
nur £0,1% (etwa 71 Pa RMS-Schalldruck bei einem Sinuston) zu ohrenbetdubenden 131
dB(SPL) fiihren kann.

I'10c zeigt die im Raum Koln-Bonn wihrend der Jahre 2000 und 2001 gemessenen
Luftdruckschwankungen; diese Kurve stellt naturgemill eine niederfrequente
Schallwelle dar, unbeschadet der Kalibrierung der Zeitachse in Monaten und der
Druckachse in Hektopascal. Hier betrdgt die durchschnittliche RMS-Lautstirke 9,48
hPa oder 173,5 dB(SPL)! Dazu befinden sich die lautesten Frequenzkomponenten im
einstelligen Mikrohertzbereich, wie in T'10d sichtbar. Daraus wird klar, dass wenn
mittels einer (wie vom Autor H. G. Wells geschilderten) Zeitmaschine dieser Zeitraum
von 2 Jahren in z.B. 2 Sekunden durchflogen wiirde, der resultierende Schall — nun auf
etwa 150 Hz erhoht — mit seinen 173,5 dB(SPL) den ungeschiitzen Ohren schwere
Schiden zufiigen wiirde.
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09 Akustik 3 — Lautstirkenempfindung: Lautheit und Lautheitspegel

Wir wissen, dass manche Tiere Frequenzen horen konnen, die fiir das menschliche Ohr
zu hoch liegen — die untere bzw. obere Horgrenze des Menschen wird gewdhnlich bei
20 Hz bzw. bei 20 kHz angesetzt — das entspricht einem Umfang von 1:1000 = etwa 10
Oktaven. Es ist aber nicht so, als wiirde das menschliche Horvermogen bei 20 Hz
plotzlich anfangen, um dann zehn Oktaven hoher ebenso plotzlich zu erldschen: die
Horbarkeit tritt an beiden Enden des Horbereichs sehr allméhlich ein und bleibt auch
dazwischen unterschiedlich gut. Ein mit konstanter Schallintensitit frequenzméBig
gleitender Sinuston erscheint viel lauter z.B. bei 1000 Hz als bei 100 Hz oder bei 10000
Hz. Wenn umgekehrt die Intensitit eines Tones (z.B. durch einen Lautstirkenregler)
verdndert wird, um bei allen Frequenzen einen gleich lauten Eindruck zu vermitteln, so
sind Pegelschwankungen die Folge, die 1933 von Harvey Fletcher (1884-1981) und
Wilden A. Munson (1902-1982) veroffentlicht wurden; sie sind in (1956 von
D.W.Robinson und R.S.Dadson) verbesserter, als DIN 45630 eingetragener Form als
Kurven in T'12 zu sehen — gezeigt sind dB(SPL)-Verldaufe von bei allen Frequenzen
gleich laut wirkenden Sinustonen, deren Intensitit bei 1000 Hz auf ein Vielfaches von
10 dB(SPL) gesetzt wurde. Zur optischen Hilfe sind hier auch mathematisch inter- und
extrapolierte, punktiert gezeichnete Kurven hinzugefiigt, die mit der empirisch
ermittelten Realitét nichts zu tun haben.

Vergleichen wir Messwerte bei den sechs (12 Oktaven getrennt befindlichen)
Tonhohen 44, 125, 354, 1000, 2828 und 8000 Hz. Um gleich laut zu wirken gleiten
dB(SPL)-Werte von z.B. 79 (44 Hz) iiber 63 (125 Hz), 56 (354 Hz), 60 (1 kHz), 54
(2,8 kHz) zu 67 (8 kHz). Diese Schwankungen sind bei leiseren Tonen noch extremer,
wie z.B. bei dB(SPL)-Werten von 59 (44 Hz), 39 (125 Hz), 29 (354 Hz), 30 (1 kHz),
24 (2,8 kHz) und 39 (8 kHz). Auch die Horschwelle, jene Lautstiarke, bei der ein
Sinuston gerade nicht mehr horbar ist, zeigt den Verlauf 43, 20, 9, 3, -2% (!) sowie 16
dB(SPL) bei den sechs genannten Peilfrequenzen. Der negative dB(SPL)-Wert bei 2,8
kHz entspricht einem Schalldruck von etwa 15 pPa, noch tiefer als der dB(SPL)-
Nullpegel von 20 pPa; die Verstirkung in diesem Frequenzbereich entspringt einer
leichten Resonanz des zwischen Trommelfell und Ohrmuschel gelegenen &duBeren
Gehorgangs. Die je nach Tonhdhe und Intensitit empfundene Lautheit [s.u.] wird mit
einem Pegelwert (Lautheitspegel) in Phon (vom griech. phoné = ,ein Laut‘, kurz ,Ph*)
beschrieben, d.h.: der Lautheitspegel von z.B. 60 Ph entspricht den im ersten Beispiel
gezeigten, der — Isophon genannten (vom griech. isos = ,gleich®, phoné s.0.) — Kurve
entlang variierenden Intensitdtspegeln. Per Definition sind dB(SPL)- und Phonwerte bei
1 kHz identisch. Aus den Kurven kann man also fiir jede Frequenz (x-Achse; in Hz)
und jeden Intensititspegel (y-Achse; in dB(SPL)) den entsprechenden Lautheitspegel
(in Ph) ablesen; z.B. ein 500 Hz-Ton mit 50 dB(SPL) wirkt 54 Ph laut, also um 4 Ph
lauter als bei 1000 Hz. Interessanterweise liegt die Horschwelle bei 3 Ph (etwa 28 pPa
bei 1 kHz). In gewisser Hinsicht konnen Isophone als Kurven ,relativer Taubheit’
betrachtet werden — je hoher sie verlaufen, desto schlechter ist die Wahrnehmung.
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Das Wort ,Lautheitspegel‘ — analog zu ,Schallintensitdtspegel‘ — ist m.E. eindeutiger
als die tibliche Bezeichnung ,Lautstirke’ (im Englischen sagt man allgemein dafiir
loudness level); ,Pegel‘ — wie ,Intervall® — deutet immer eine logarithmische Skala an.
,Lautstdrke‘ bleibt hier eine Allgemeinbezeichnung, vergleichbar mit ,Tonhohe‘.

Eine Intensitidtsverdopplung hebt dessen Pegel um etwa 3 dB — diese Feststellung leitet
sich von der Definition des Dezibels ab. Bei 1 kHz entspriche dies einer Zunahme des
Lautheitspegels um 3 Ph, die jedoch, wie es sich herausstellt, nicht den Eindruck der
Lautheitsverdopplung erweckt; Messungen zeigen, dass fiir diesen Eindruck 10 Ph
notig sind. Das heiBit, dass wenn die Schallintensitit eines 1 kHz-Tons sich
ver1024facht, der Lautheitseindruck nur auf das 8fache steigt (i=Intensitét, |=Lautheit):
1024xi = 10xi-Verdopplung = i-Pegel+(10x3 dB) = i-Pegel+30 dB
> |-Pegel+30 Ph = [-Pegel+(3%10 Ph) = 3xl-Verdopplung = 8xl-Eindruck.

Das lineare Verhalten des Lautheitseindrucks (schlicht Lautheit) verdient es, in einer
linearen Einheit widergespiegelt zu werden: diese gibt es in der Form der Einheit Sone
(vom lat. sonus = ,ein Laut‘, kurz ,Sn‘); 1 Sn entspricht per Definition 40 Ph. Daraus
lasst sich folgende Umrechnungsformel erstellen: da die Steigerung der Lautheit um 10
Phon einer Erh6hung derselben auf ein zweifaches verursacht, so entspricht ein
Lautheitsintervall von @,-@; Phon einem Lautheitsquotienten g, von
_ — 0(©_-0 )10
ql—Sz/S1 =221

wobei @ und @, die Lautheitspegel in Phon, sy und s; die lineare Lautheit in Sone der
das Intervall bildenden T6ne sind. Per Definition gilt 1 Sn (fiir sy einzusetzen) = 40 Ph
(—®y), also ldsst sich vereinfacht schreiben: s = 209910 wobei @ der Lautheitspegel in
Phon und s die Lautheit in Sone sind.

Die umgekehrte Formel: @ =10(4+(&(s)/&a(2)))

Beispiele:

Wieviel Sone sind 3 Phon? : s = 207410= 277 20,0769 oder ! /13 Sn (die Horschwelle)
Wieviel Sone sind 100 Phon? : s=2107%/10=2¢= ¢4 gp

Wieviel Phon sind 100 Sone? : @ = 10(4+(&(100)/a(2))) = 10 (4+6,64) = 106,4 Ph

Laut allgemeiner Annahme entsprechen die Dynamikpegel ppp, pp, p, mf, f, ff und fff
den Lautheitswerten 1, 2, 4, 8, 16, 32 und 64 Sn (40, 50, 60, 70, 80, 90, 100 Ph). Zur
Summierungen von Lautheiten werden (mit Einschrinkungen) die Sonewerte addiert,
z.B. zwei 60 dB(SPL)-Rauschbiander um 44 und 1000 Hz, iiber deren ermittelten
Lautheiten 30 und 40 Ph die entsprechenden linearen Werte 0,5 und 4 Sn sich zu 4,5 Sn
addieren lassen.

T'12b bietet eine Zusammenfassung aller bisher eingefiihrten linearen und
logarithmischen Begriffe mit einem Versuch zur visuellen Verdeutlichung der
gekriimmten Symmetrie der beiden Grundfunktionen y=e” und y=a(x).
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10 Harmonik 3 — Die zweidimensionale klassische ,reine Stimmung*

Betrachten wir T'13a: jede waagerechte Reihe stellt einen offenen Quintenzirkel dar,
jede senkrechte Spalte eine endlose Folge reiner Terzen. Im Herzen dieses Netzwerkes
ist C (fett umrandet) als orientierender Kern gekennzeichnet, obwohl jeder andere Ton
diese Rolle erfiillen konnte. In diesem Netz kann man sowohl pythagoreische als auch
naturterzbezogene Intervalle wiederfinden, wie die rein pythagoreische C-Durskala:
F-C-G-D-A-E-H (hellgraue Késtchen) oder die naturterzbezogene (manchmal stark
vereinfacht aristoxenisch, nach Aristoxenos [350-300 v.Chr.] genannt, einem ihrer
ersten Verfechter): A-E-H/F-C-G-D (dunkelgrau umfasste Kéastchen). Aus obigem ist
auch zu ersehen, dass das oktaven- und quintenbezogene pythagoreische System den
hochsten beteiligten Primfaktor auf 3, das aristoxenische ihn auf die néchste Primzahl 5
setzt. Diese beiden Systeme werden daher als 3- bzw. 5-Limit-Tonsysteme bezeichnet.

An dieser Stelle erlaubt sich die berechtigte Frage: welche von den beiden ist ,C-Dur?
Es ist klar, dass die zwei Stimmungen und somit ihre Frequenzen verschieden sind:
beim gemeinsamen C wéren die Tone A, E und H bei der 5-Limit-Stimmung um ein
syntonisches Komma (21,5 Ct) tiefer als bei der 3-Limit-Stimmung. Was hat das mit
der verbreiteten Gleichtemperierung von Musikinstrumenten zu tun (wo alle Intervalle
Vielfache eines einzigen Grundintervalls — des 100 Ct-Halbtons — sein sollen)?

Ein Beispiel: auf der Strale horen wir eine Marschmusik und wir versuchen, im
Vorbeigehen nicht in den Takt der Musik zu geraten. Dies fillt schwer, weil obwohl das
Schrittempo dem Musiktempo flir nur einen Sekundenbruchteil wirklich gleich sein
wiirde (préziser lduft wohl niemand), biegt der Zeitsinn die Schritt-Zeitpunkte zurecht,
um alles fiir das Gehirn erfassbarer zu gestalten. Noch ein Beispiel: ein kleines Kind
singt — tonh6henmdfig verstimmt — ein uns unbekanntes aber offenbar in Dur
komponiertes Lied: zu dieser letzten Erkenntnis gelangen wir durch die Fahigkeit, die
schrigen Tone zurechtzuhdren. Nachher wiirden wir die korrigierte Melodie auf einem
Klavier wiedergeben konnen, wahrscheinlich mit Billigung des Séngers. Dennoch
kommt einem die Temperierung eines sogar frischgestimmten Klaviers unmittelbar
nach dem ausgiebigen Genuss mittelalterlicher Musik reichlich verstimmt vor, weil der
Tonhdhensinn durch diese Musik sensibilisiert und anspruchsvoller gestaltet wird.

Je nach momentaner musikalischer Sensibilisierung ist ein Zuhorer also unterschiedlich
in der Lage, Tonhdhen in seiner bewussten oder unbewussten Vorstellung dahin zu
biegen, wo sie den meisten musikalischen Sinn ergeben; dieser ldsst auch temperiert
gestimmte Musik vorstellungsméBig in verschiedenen sogenannten ,reinen‘ — d.h. durch
ganzzahlige Frequenzverhiltnisse darstellbaren — Stimmungsformen erscheinen. Das
heiBt: die Musik wird vom Gehirn rationalisiert (soweit sie diesem Vorgang vom
Komponisten nicht bewusst entzogen wird: Schonberg gab sich ja viel Miihe, wirklich
atonal® zu komponieren), jedes irrationale Frequenzverhiltnis wird unbewusst in eines
der quantitativ nahegelegenen rationalen umgewandelt. Die Harmonik ist das Studium
von dem, was intervallisch gemeint ist oder zumindest verstanden wird.
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Zu weiterer Veranschaulichung seien drei sprachwissenschaftliche Begriffe
herangezogen: die Phonetik, die das tatsdchlich Erklungene beschreibt, die Semantik,
die versucht (ggf. durch Zurechthdren) aus diesem einen Sinn zu gewinnen, sowie die
Grammatik, die sowohl dem Verstdndnis des Gehorten als auch dessen (Verstindnis
bezweckender) Erschaffung dienen kann. Ein grammatisch effektiv eingesetztes
Tonsystem kann semantisch begriffen werden, auch bei leichten ,phonetischen
(sprachakzent-dhnlichen) Abweichungen von der Theorie. Ein Beispiel: Bach macht
Sinn auch auf modern gestimmten Instrumenten. Knapp formuliert: Grammatik hilft
Semantik bei Phonetik. Umgekehrt: Eine effektive semantische Deutung lédsst aus
,phonetisch Rezipiertem heraus eine plausible Grammatik postulieren. Ein Diktat setzt
Verstindnis voraus; u.a. macht die weite Verbreitung tonaler Grammatiken ein tonales
Diktat einfacher als ein atonales, ein 12-toniges einfacher als ein mikrotonales.

Es gibt zahlreiche Skalen, die anhand von 3-Limit-, 5-Limit- und noch weiter gehenden
Erwdgungen beschrieben und gestimmt werden konnen. I'13b zeigt zwei weitere 5-
Limit-Tonleiter, wovon wir zuerst die seit Jahrhunderten bekannte klassische
europdische chromatische (hellgrau) betrachten mochten: die zwdlf Tone bilden eine
saubere Matrix aus drei Quintreihen mal vier Terzspalten. Auf dieser Basis sind die auf
eine Oktav reduzierte, in steigende Reihenfolge gebrachte Frequenzverhiltnisse wie
folgt:

1 15116 89 56 45 34 32245 223 58 35 59 815

Selbst das klassische nordindische System der Srutis, 22 seit liber zweitausend Jahren
als umfassenden TonhGhenvorrat musiktheoretisch beschriebene Intervalle, finden sich
dunkelgrau umfasst in diesem Netz aus Quinten und Terzen wieder. Die leider
verbreitete Annahme, es handele sich hierbei um 22 gleichtemperierte Intervalle (jedes
also 1/22 der Oktav = 54,5 Ct), gehort ins Reich der Mythen. Dass in der nordindischen
Praxis auch andere Intervalle als diese 22 Verwendung finden, ist auch reichlich belegt.

Im besagten Netz sind mehrere gleichnamige Noten zu sehen; beispielsweise kommen
in I'13b die Tone C, E, F, G, A und H dreimal, die Téne D und B gar viermal vor. Ein
Vergleich zeigt, dass jeder dieser Tone iiber vier Quinten aufwérts und eine Terz
abwarts (oder anders herum) mit seinem néchsten Namensvetter verbunden ist, d.h. 3/2
x 3/2 x 3/2 x 3/2 x 4/5 = 81/80, das Syntonische Komma von 21,5 Ct. Auch sogenannte,
der Theorie bekannte enharmonische Aquivalenzen wie die kleine Diesis 125:128
(Q-3T: 41,1 Ct), das Diaschisma 2025:2048 (3Q-4Q-2T: 19,6 Ct) und das
524288:531441(!) groBe Pythagoreische Komma (12Q-7Q — s. die mittlere Reihe von
Ges bis Fis: 23,5 Ct) sind im Netz vorhanden. Das Diaschisma und die kleine Diesis
kdmen in einer Musik vor, in der Cis als Leitton zu D unweit vom Des als Leitton zu C
fungieren — s. T'13¢; & c¢;; in reingestimmter Musik sind die Tone Cis und Des zwar
enharmonisch ,dquivalent® aber klanglich 19,6 Ct bzw. sogar 41,6 Ct auseinander.
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11 Mathematik 5 — Von der Trigonometrie zur Analytischen Geometrie

Betrachten wir das Dreieck ABC in I'1 4a: der Winkel an der Spitze C ist rechtwinklig.
Die Seite AB gegeniiber diesem Winkel wird die Hypotenuse (griech. hypotéiniisa =
,unter [dem rechten Winkel] spannen‘) genannt. Von jedem der zwei anderen
nichtrechten Winkeln (an den Spitzen A und B) aus gesehen, gibt es auBler der
Hypotenuse noch zwei Seiten, eine gegeniiberliegende (Gegenkathete [griech. kathetos
= Senkrechte] genannt) und eine benachbarte (Ankathete genannt) — gegeniiber der
Spitze A, zum Beispiel, liegt die Gegenkathete BC, neben ihr die Ankathete AC.

Den Quotienten Gegenkathete/Hypotenuse nennt man den Sinus ([lat. = Biegung,
Busen, Falte] abgekiirzt f3) des Winkels am Blickpunkt, d.h. 3(A) = BC/AB, 3(B) =
AC/AB (der Winkel an einer Spitze ,X‘ wird auch ,X° genannt). Den Quotienten
Ankathete/Hypotenuse nennt man den Cosinus (lat. = ,Ergédnzung zum Sinus‘,
abgekiirzt &) des Winkels, so dass &x(A) = AC/AB, & (B) = BC/AB (dabei bleiben
Sinus und Cosinus — als Absolutwert gesehen — immer zwischen 0 und 1, denn Gegen-
und Ankathete konnen niemals grof3er als Hypotenuse sein). Es bleibt noch eine dritte
Kombination, ndmlich, Gegenkathete/Ankathete: diesen Quotienten nennt man den
Tangens (vom lat. tangere = ,beriihren‘, abgekiirzt &): &(A) = BC/AC, &a(B) =
AC/BC. In der Tat gleicht die Steigung m der Geraden y=mx an einem beliebigen
Punkt (x,y) dem Quotienten y/x und damit dem Tangens des Winkels, der die Gerade
mit der x-Achse bildet — vgl. T'03d.

Die Dreiecksrechnung, auch Trigonometrie genannt (vom griech. freis = ,drei‘ und
gonos = ,angewinkelt®), zeigt, dass der Sinus, Cosinus oder Tangens eines gegebenen
Winkels stets gleich bleibt. Zum Beispiel wieder I'l 4a: sind die drei Seiten des
Dreiecks AB, BC, CA im Liangenverhéltnis z.B. 5:4:3, so ist die wirkliche GréBe des
Dreiecks egal — bleibt das Verhiltnis 5:4:3 konstant, so bleiben alle Proportionen und
somit alle drei Winkel konstant. Hier gilt (3(A) = BC/AB = 4/5 =0,8. Daraus kann man
A errechnen, den Winkel Arcus Sinus ([lat. arcus = ,Bogen‘] kurz U3) von 0,8 — der
Taschenrechner zeigt fir A: UJ(0,8) = 53,13°. Ahnlich gilt B = U (AC/AB) =
U (0,6) = 36,87°. Es verwundert nicht, dass A+B = 90° ist, denn die Summe aller drei
Winkel eines ebenen Dreiecks betrigt immer 180°.

Ist ein nichtrechter Winkel sowie die Liange einer Seite eines rechtwinkligen Dreiecks
bekannt, so lassen sich alle anderen Merkmale dieses Dreiecks bestimmen. Wenden wir
uns I'14b zu — wir sehen einen Kreis, der drei rechtwinklige Dreiecke OMN, OPQ und
ORS umschlieBt; die Hypotenusen dieser drei Dreiecke stellen den Radius (vom lat. fiir
,Radspeiche‘ oder ,Strahl‘) des Kreises dar und sind folglich gleich. Betrdgt nun der
durch die drei Punkte R, O und S umrissene Winkel ROS 60°, so kénnen wir rechnen: RS
=RO.;R(ROS) = r.13(60°) = 0,866r, wobei r der Kreisradius ist. Ist Winkel POQ 45°, so
gilt PQ = PO.sin(POQ) = r.13(45°) = 0,707r. Gilt MON=30° so gilt MN =
MO.sin(MON) = r.f3(30°) = 0,5r. Da MN<PQ<RS gilt, gilt auch (3(30°)<f3(45°)<13(40°).
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Zeichnen wir eine Kurve auf einem zweidimensionalen Koordinatensystem, auf dem
die x-Achse von links nach rechts einen kontinuierlich steigenden Winkel und die y-
Achse den entsprechenden Wert von (3(x) (wobei r=1) darstellt, so entsteht die in T'14c¢
ersichtliche Sinuskurve: rechts vom Ursprung erstreckt sich etwa ein Viertel mehr als
eine (einer Kreisumrundung in I'14b entsprechende) Periode davon. Die drei Werte
13(30°), 13(45°), 13(60°) sind als senkrechte Linien rechts vom Ursprung eingezeichnet
— sie verhalten sich zueinander genau wie die Linien MN, PQ, und RS in T'1 4b.

Der Kreis-Sinuskurve-Bezug wird an der Spirale (s. T'14e) verdeutlicht: oben rechts
(0°) zeigt deren Mittenachse direkt auf den Betrachter, dann wird sie (nach unten und
spiter nach links) um 10°, 30° 60° 75° und 90° nach rechts gedreht. Die erste
Abbildung (0°) formt einen Kreis, die letzte (90°) eine Sinuskurve.

In T'14c ist die x-Achse nicht vornehmlich in Grad geeicht — bei 30° (eingeklammert)
sieht man "/4, bei 45° "/4, bei 60° /5, bei 180° "/; usw. Die x-Achse ist in Rad (vom lat.
radius), einem sehr hdufig in der Mathematik anzutreffenden Bogenmal3 kalibriert,
wobei 1 Rad = 180/mt Grad = 57,29577951°, der Winkel, der zwischen zwei Radien
eines Kreises liegt, die am Kreisumfang einen radiuslangen Kreisabschnitt einfassen.
T'14d vergleicht diese Definition mit einem gleichschenkligen Dreieck mit radiuslangen
Seiten und 60°-Winkeln. Da 1 der Quotient Kreisumfang/Kreisdurchmesser ist, 1dsst
eine komplette Kreisumrundung um 360° eine 2n-fache Radiusldnge zuriicklegen; also
entspricht die Zuriicklegung einer einzigen Radiusldnge dem Winkel 360°/2r = 1 Rad.

Es ist nicht notwendig, den Dreiecksursprung der trigonometrischen Funktionen immer
vor Augen zu halten; normalerweise reicht die kartesische Darstellung aus.

Hier sind einige der wichtigsten trigonometrischen Regeln:

3(x)/ &(x) = &a(x)

R2(x)+ 2 4x)=1

3("/,-x) = &(x) (...diese drei Gleichungen sind an der
3(0)=0; 13("/;) =1 Verschiebung der in T'1 4¢ gezeigten
a)=1;a(",)=0 Sinus- und Cosinusperiode ersichtlich)

Die Regeln konnen am Dreieck in I'1 4a leicht bewiesen werden, z.B.:

3(A)/ &(A)=(BC/AB)/(AC/AB)=BC/AC=a(A).

Da AB”=BC?+ AC? gilt (der Satz von Pythagoras), so gilt auch Folgendes:

R*(A)+ &%(A) = (BC/AB)* + (AC/AB)* = (BC*+AC?)/AB*= ABY/AB*=1.
3(90°-A)=13(B)=AC/AB = & (A).

Trigonometrische Funktionen konnen als Reihen dargestellt werden, z.B. (x in Rad):

R(x)=x - x*/3! +x°/5! = x’/7! + ..., wobei n! (n-Fakultit) = n(n-1)(n-2).. x3x2x1.
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12 Akustik 4 — Schallwelle und Spektrum

Ein Gegenstand, der ein Gerdusch von sich gibt, befindet sich in einem Zustand rapider
Vibration, die an die Luft (oder ein sonstiges Zwischenmedium) weitergegeben wird;
diese Vibration iibertrdgt sich dann aufs Trommelfell des Ohres und gelangt so in das
auditive System. Betrachten wir I'1 5a: ganz links unten stellt der fette Strich einen
zuerst ruhenden festen Gegenstand, die diinnen Striche dariiber ruhende Luftmolekiile
dar (diese kommen eigentlich nur gegen den absoluten Temperatur-Nullpunkt -273°
Celsius zur Ruhe, aber ihre gewohnlichen Bewegungen, weil weder gerichtet noch
periodisch, haben keine Horrelevanz). Fangt der feste Gegenstand an, sich hin und her
zu bewegen, so dndert sich der z.B. durch den Wérmezustand bedingte Normalabstand
zwischen ihm und dem ihm nichsten Luftmolekil; letzteres ,versucht®, diesen
Ausnahmezustand auszugleichen, indem es sich auch entsprechend hin und her
verschiebt. Solange der feste Gegenstand schwingt, muss das Luftmolekiil
mitschwingen; erst nach dem Stillstand des Gegenstands kehrt beim zweiteren die Ruhe
wieder ein. Aber: aus den gleichen Griinden wird auch das néchste Molekiil in
Bewegung versetzt, dann das néchste usw. — eine Schallwelle entsteht, die sich mit
einer Geschwindigkeit von — je nach Temperatur und Feuchtigkeit — etwa 320 bis 340
Metern pro Sekunde durch die Luft fortbewegt; T'1 5a stellt einen Zeitverlauf (links bis
rechts) von 6 Sekunden sowie eine Entfernung (unten bis oben) von 330 Metern dar —
natiirlich féllt damit diese Darstellung der Molekulardichte der Luft (nur 1 Molekiil alle
10 Meter) extrem mager aus: unter gewdohnlichen Umstinden gibt es etwa 2.7
Trilliarden Luftmolekiile pro Liter, einer eindimensional-linearen Meter-Dichte von ca.
300 Millionen durchschnittlich 1/3 Nanometer grof3en, 1/21 Trilliardstelgramm schweren
Molekiilen entsprechend. Die Fortbewegungsart der Schallwelle nennt man
longitudinal, weil sie in die Richtung stattfindet, in der sich die Molekiile bewegen. Bei
Wellen auf einer Wasserfliche zum Beispiel, bewegen sich die Teilchen an der
Oberfliche im rechten Winkel zur Wellenausbreitung — diese Art wird transversal
genannt; Licht- und andere elektromagnetische Wellen gehoren zu dieser Kategorie.

In T'15a zeigt ein Blick auf den zwischen 90 und 100 Meter befindlichen mittelgrauen
Streifen einen in der Zeit variierenden Abstand zwischen zwei benachbarten Molekiilen
— das Verhalten dieser Variation ist, wie die Schwingungen selbst, sinusformig. Da der
Luftdruck zum Molekularabstand umgekehrt proportional ist, verdndert sich auch dieser
sinusartig; diese Druckverdnderung fiihrt zum Phédnomen des Schalldrucks, der anhand
der Formel p=2nfacd errechnet werden kann, wobei p der Schalldruck, f die Frequenz
der Sinuswelle, a der maximale Molekularabstand von der Mittellage (meistens
,Amplitude® genannt — s.u.), c die Schallgeschwindigkeit im Schall tragenden Medium
sowie d die Dichte des Mediums sind. In dieser Formel ist die Schallschnelle (die
Geschwindigkeit des Molekiils beim Durchgang durch die Mittellage) mit 2mfa
vertreten, die damit p/cd gleicht. Alle Mafeinheiten (Pa, Hz usw.) lassen sich auf
Kilogramm, Meter und Sekunde reduzieren, wie in T08b ersichtlich.
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Zur Terminologie: die Bezeichnung ,Amplitude‘ wird fiir ,Molekularabstand von der
Ruhelage® leider sehr hdufig verwendet, die nur auf die Hiillkurve der Maxima einer
Welle bezogen Sinn macht; um die Verwirrung zu vergréBBern wird ,Amplitude‘ auch
noch hdufig im Sinne des allgemeinen Schalldrucks bentitzt.

Ein Beispiel der Berechnung der Schallschnelle: bei einer Schallgeschwindkeit von 333
Metern pro Sekunde sowie einer Luftdichte von 1,3 Gramm pro Liter entspringt ein
Schalldruck von 60 dB(SPL) (0,02 Newton/Quadratmeter bzw. kg.M '.s?) eines
1-kHz-Sinustons einer Schallschnelle von p/cd = 0,02 kg.M™.s%/(1,3 kg.m™>x333 M.s”
") = 0.000046 m/s oder ca.'/;p mm (der 150.000-fache Molekulardurchmesser) pro
Sekunde.

Eine Schallwelle wird gewohnlich als zweidimensionale Kurve des verdnderlichen
Luftdrucks oder des — unter gleichen Bedingungen proportionalen — Molekularabstands
zur Mittellage gegeniiber der Zeit dargestellt. Was passiert, wenn ein beweglicher
Gegenstand gleichzeitig zwei unterschiedlich schnellen Sinusschwingungen unterliegt?
Diese werden addiert, wie T'15b =zeigt: zwei gleich stark ausschlagende
Sinusschwingungen im Frequenzverhéltnis von 2:3 wirken zusammen als eine wie die
Sinuskomponenten ebenfalls periodische, wenn auch kompliziertere Kurve.

In T15b oben rechts sind die zwei Sinuskomponenten auch als zwei parallele
senkrechte Striche zu sehen — deren Frequenzverhiltnis 2:3 (eine Quint) ldsst sie als 2.
und 3. Teilton eines harmonischen Spektrums darstellen — das Wort ,harmonisch’
bezieht sich auf das ganzzahlige Obertonverhéltnis, das Wort ,Spektrum* kommt vom
lat. spectrum = ,Erscheinung in der Vorstellung® (nach Newtons Licht-spektralen
Experimenten). Die zwei Striche geben die hier gleich starke Amplitude, bzw. den
Schalldruck der Téne an.

T'15b veranschaulicht auch die Berechnung des Effektivwertes oder RMS, einer zu
Bemessung des Schalldrucks verwendeten Grof3e, und zwar anhand der zwei gezeigten
Sinuskomponenten sowie deren Summierung. Bei den zwei Komponenten wurden je 37
in regelméfBigen x-Abstinden befindliche Sinuswerte ausgewdihlt (siche die grauen
Senkrechtlinien), deren Quadrate addiert und die Summe durch deren Anzahl 37 geteilt.
Als Resultat wies jede der Kurven (beim willkiirlich gesetzten Maximalwert 100) ein
Durchschnittsquadrat von etwa 5000 auf, dessen Quadratwurzel — das RMS — 70,7
betrdgt. Das den Schalldruck angebende RMS der summierten Kurve (siche die
schwarzen Senkrechtlinien) betrdgt 100 und impliziert damit eine durch die
Schallwellensummierung bewirkte Schalldruckzunahme aufs 100/70,7 = 1,414 = \IZ-
fache; dies entspriache einer damit verbundenen Zunahme der Schallintensitit aufs 2-
fache, welches zu erwarten ist: das gleichzeitige Erklingen zweier Schallquellen erwirkt
generell die Summierung von deren Intensititen. I'15b zeigt zudem (links) einen
hypothetischen ,Molekularschnappschuss® der rechts abgebildeten Quintwelle: eine
Teilchenwolke, deren Mitte die Schallquelle darstellt, zeigt Wellenmaxima als dichte,
Wellenminima als diinne Ringe.
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13 Informatik 1 — Hardware und Software

Dem Benutzer eines Computers fillt eine gewisse grundsétzliche Aufgefachertheit der
Maschine auf (s. I'16a): neben dem Rechner selbst gibt es zur Dateneingabe eine
Tastatur, zur Datenkontrolle einen Bildschirm und — damit erarbeitete Informationen
archiviert werden konnen — ein Massenspeicher-Laufwerk fiir die mechanische,
magnetische oder optische und eventuell einen Drucker fiir die papierne Archivierung.
Der Massenspeicher selbst hat zahlreiche Formen iiber die Jahre angenommen: u.a.
Lochkarten und -streifen, Magnetbénder von der gewohnlichen Tonbandkassette bis hin
zum Spulenband, Disketten in GroBen 3-, 52- oder 8-Zoll (auch ,Floppy-disk‘ genannt,
vom engl. fiir ,wabbelig‘, nach der Beschaffenheit &lterer Exemplare), bis zu mit
Laserstrahlen les- und beschreibbaren Kunststoffscheiben oder sogenannten Wechsel-
oder Festplatten.

Alle die obengenannten Gerdte konnen unter dem Begriff Hardware (engl. f.
,Eisenwaren‘) zusammengefasst werden. Damit sie aber funktionieren und
untereinander kommunizieren, muss auch so genannte Soffware vorhanden sein,
kodierte Informationen, die — einmal eingetippt — in der jeweils dafiir vorgesehenen
elektronischen Schaltung (dem Chip, engl. f. ,Stiickchen® oder ,Splitter‘) residieren.
Zusitzliche Software kann man kaufen: es handelt sich hierbei um fertige Programme,
die vielleicht eine bequeme Textverarbeitung ermdglichen, Videospiele realisieren, oder
— fiir den Musiker besonders interessant — spezielle Tongeneratoren klingen lassen oder
Noten zeichnen. Kdufliche Software ist leider meistens auf nur eine oder eine andere
spezielle Computermarke gemiinzt — die Anpassung eines Programms fiir einen ithm
fremden Rechner ist duBlerst schwierig.

Der Benutzer von Programmen befindet sich auf der ureigentlichen Ebene des Umgangs
mit dem Computer. Wenn er aber selbst ein Programm schreiben will, muss er quasi
eine Etage tiefer gehen (s. T'16b): er muss seine Problemstellung in einer
Programmiersprache formulieren (wie beispielsweise C, Pascal, Lisp, Basic,
Assembler, Perl, Java usw.), das Programm mittels eines addquaten Editors (vom lat.
é+dare = ,aus-geben‘) in den Rechner eingeben, um es dann, mittels eines Compilers
(vom lat. com+pila = ,Zusammen-legen‘, urspriinglich gar ,-pliindern‘) in
Maschinensprache — die ,eigene Sprache‘ des Rechnertyps — zu iibersetzen. Oft gibt es
einen Editor als integrierten Teil eines Compilers; da Fehler im Programm
unvermeidlich sind, kann somit das hdufige Hin und Her zwischen Editor und Compiler
bequemer gestaltet werden. Im Falle von Sprachen wie Basic wird gewohnlich jede
Zeile des Programmtexts iibersetzt und ausgefiihrt, direkt nachdem sie von einem
Interpreter (ein ,Simultaniibersetzer’, vom lat. interpretari = ,erkldren® oder
,ubersetzen) gelesen worden ist. Der Vorteil ist, so kann man sehr viel direkter
programmieren; der Nachteil: das interpretierte Programm lduft viel langsamer und
unwirtschaftlicher als ein fertig compiliertes.
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Editor, Compiler und Interpreter sind auch Programme, die man installieren muss.
Damit sie laufen, miissen sie dem im Rechner installierten Betriebssystem angepasst
sein, ein Programm, das noch eine Ebene tiefer wirkt (Beispiele: CP/M, MS-DOS, RT-
11, OSX, UNIX, Linux, Windows 98, 2000, XP, Vista usw). Das Betriebssystem ist es,
das den normalen Umgang mit dem Computer ermoglicht — Daten kdnnen von einem
Trager zum anderen kopiert oder sie konnen gedruckt werden; wichtiger noch,
lauffdhige Programme konnen gestartet und — wenn notig — unterbrochen werden und
wenn der Benutzer dem laufenden Programm Eingaben machen will, so nimmt das
Betriebssystem diese entgegen und gibt sie ins Programm weiter. Fiir manchen
Computer sind neuerdings mehr als ein Betriebssystem verfiigbar; nach Bedarf kann
vom einen zum anderen (nicht unumstdndlich) umgeschaltet werden.

Der Computer wird das Betriebssystem nur dann verstehen, wenn sein Hersteller
entsprechende Grundsoftware (oft BIOS oder engl. basic input/output system genannt =
,Grundsystem zur Ein-/Ausgabe‘) fiir den Prozessor, jenes ,Hirn‘ im ,Herzen‘ des
Rechners, geschrieben hat (bekannte Prozessoren sind der Motorola 68000 Serie, die
Intel 8086- und Pentium-Serien, usw). Hier befindet man sich auf der untersten Ebene
der Software-Hierarchie.

Womit wir wieder bei der Hardware sind: neben dem Prozessor ist der Arbeitsspeicher
RAM (engl. random access memory = ,zufallsméfBig zugéinglicher Speicher‘) von
grofBter Wichtigkeit; der Prozessor kann an jede Ecke dieses Speichers blitzschnell
gelangen, um dort eine Information zu erhalten oder abzulegen. Verglichen damit
dauert das Lesen vom Massenspeicher (die ,Zugriffszeit’) — obwohl fast im
Mikrosekundenbereich — eine kleine Ewigkeit; auBerdem muss hier der Rechner oft
einen ganzen Datensatz (,Datei‘ genannt) abtasten bis er das findet, was er sucht.

Zusammenfassend lésst sich sagen:

Soll ein Computer betriebsbereit werden, so muss das Betriebssystem in den RAM
geladen werden; nur dann kénnen Programme laufen. Soll ein Programm geschrieben
und getestet werden, so verfasst der Benutzer den Programmtext in einem Editor,
wonach er den Text durch einen Compiler oder einen Interpreter in Maschinensprache
ibersetzen ldsst — in dieser Form kann das Programm vom Betriebssystem gestartet
werden. Die meisten Computermarken laden das Betriebssystem automatisch beim
Einschalten.

Nennt man den Prozessor sinnbildlich das Hirn des Systems, so wére der RAM das
Gedachtnis, der Bildschirm der Gesichtsausdruck, das Laufwerk die Aktentasche. Dazu
sollte noch ein Speicher genannt werden, ROM (engl. read only memory = ,nur lesbarer
Speicher®) genannt, eine Art Hirnstamm, der fiir Programme wichtige, vorher
vorbereitete und eingegebene Grunddaten enthdlt und daher nur gelesen, nicht
beschrieben werden soll; es kann verschiedene Formen annehmen, die von eingebauten
Chips bis zu CDs reichen.
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14 Informatik 2 — Digital und Analog

Eine Musikaufnahme kann durch die (der Form der Schallwelle entsprechende)
schwankende Magnetisierung von Eisenoxid (Tonband) oder Einritzung von Kunststoff
(Schallplatte) bewerkstelligt werden — dies ist der so genannte analoge Aufnahmeweg;
alternativ kann die Schallwelle als eine Folge von Zahlen dargestellt werden, die dann
zu spdterer Zeit in Stromschwankungen und dadurch in Schallwellen zuriickversetzt
werden konnen — das ist die digitale Losung. Eine analoge Aufzeichnung hat gegentiber
der digitalen gewisse Nachteile — die Magnetisierung eines Tonbandes kann mit der
Zeit allméhlich nachlassen oder sich auf benachbarte Windungen des Bandes als Vor-
oder Nachecho durchdriicken; noch wesentlicher: das bei der Tonbandaufnahme
entstandene leise Rauschen, auch das durch den Staub in den Rillen einer Schallplatte
verursachte Knacken miissen mitangehort werden. Dagegen werden bei einer
Digitalaufnahme lediglich die Zahlen, die die Abtastung der (vom Mikrophon
weitergegebenen) Schallwellen ergibt, auf einer Vielzahl von moglichen Trigern
gespeichert; eine etwaige Abniitzung von diesen Zahlen kann in der Regel nicht
stattfinden — entweder werden sie geldscht oder sie bleiben unverdandert. Wenn durch
eigentlich selten autkommende Materialfehler einige dieser Zahlen verfélscht werden,
so fallt das Ergebnis eher als ginzlicher Verlust denn als Verschlechterung der Qualitét
auf. Die Hauptstorquelle bei digitaler Aufzeichnung liegt in der Auflosung der
Kurvenabtastung — ist diese nicht hoch genug, ist die Verzerrung der Schallkurve
horbar.

I'17a zeigt links eine Periode einer Sinuskurve in einer mit einer Aufldsung von 8x8
erfolgten Abtastung, d.h. an acht gleichentfernten Stellen der x-Achse wird der auf eine
der acht Zahlen O bis 7 auf- oder abgerundete y-Wert ermittelt. Diese Anndherung, als
fette Linie zu sehen, ist offensichtlich um einiges grober als eine mit der willkiirlichen
Auflosung 21x21 ermittelte (s. T'17a Mitte). Bei 50x50 (I'1 7a rechts) sieht die Kurve
noch besser aus. Erst wenn die Auflosung etwa 500x500 erreicht, kann man relativ
sicher sein, dass eine digitalisierte Welle von der urspriinglichen analogen akustisch
kaum noch zu unterscheiden ist. Kommerziell kdufliche Gerdte zur Umwandlung von
analogen Wellen in digitale und zuriick, haben sogenannte Analog-Digital- bzw.
Digital-Analog-Umwandler (kurz: ,AD‘- bzw. ,DA‘-Umwandler) inne — sie verfiigen
allgemein {iiber eine Abtastrate von 44100, manchmal 48000 Hz und einen
Zahlenumfang von -32768 bis +32767; bei einer Periode z.B. eines 20 Hz-Tons
entspricht dies (bei 44100 Hz) einer Auflosung von 2205x65536, bei 20000 Hz etwa
nur 2x65536 — letztere Frequenz ist so hoch, dass die durch die Ungenauigkeit der
niederen Auflosung entstehenden Obertone unhorbar sind. Jede von einer Schallwelle
derart abgetastete Zahl wird gewohnlich ein Sample, das Verfahren Sampling genannt,
und zwar aus dem Englischen fiir ,Probe‘ oder ,Muster‘, obwohl das Wort hiufig auf
missverstandliche und bedauerliche Weise auch auf eine Klangprobe kurzer Dauer —
also mehrere Samples enthaltend — angewandt wird.
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Der Physiker Harry Nyquist (1889-1976) hat gezeigt, dass es fiir brauchbares Sampling
einen Grenzwert der Relation zwischen Schallwellenfrequenz und Abtastrate gibt, und
zwar 1:2; das heil3t, dass fiir eine abzutastende Frequenz f die Abtastrate hoher als das
Nyquist-Limit 2f liegen sollte. T'17¢ zeigt drei Sinuswellen, deren Frequenzen unter
dem Limit N (bei N/6), am Limit bzw. iiber (bei 13/6) dem Limit liegen (bei der
Abtastung 44100 Hz wiirden die drei Frequenzen 3675, 22050 [=N] und 47775 Hz
betragen). Die Welle links mit Frequenz N/6 wird gut erfasst: die als Punkte
gezeichneten Samples zeigen eine Linie, die der Vorlage sichtbar folgt. Jedoch zeigen
die Samples der mittleren Welle mit Frequenz Jy ein falsches Bild: Nullwerte, Stille!
Das rechts befindliche Beispiel mit Frequenz 13)§/6 zeigt ein Ergebnis, das jenem der
N/6-Welle gleicht: am Limit und hoher liegende Frequenzen werden in den Samples
falschlicherweise als unter dem Limit befindliche wiedergegeben. Dieses Phdnomen
heillt Aliasing (vom engl. alias = ,anders identifiziert‘) und wird durch das vorherige
Wegfiltern von allen iiber dem Nyquist-Limit liegenden Frequenzen teilweise behoben.

Ob als analog-stufenlose Kurve oder als digitale Zahlenfolge gesehen, macht auf jeden
Fall die Aufzeichnung einer Schallwelle eine Ubertragung elektrischen Stroms von
einem Geriit zu einem anderen notwendig. Dieser bildet bei der analogen Ubertragung
eines 1 kHz-Tons bei O dBu eine innerhalb 1,096 Volt (,V*) schwankende Kurve mit
RMS-Spannung 0,775 V = \IO,6 V, die an einem Widerstand von 600 Ohm 1 Milliwatt
Wechselstrom erzeugt. Bei digitaler Kodierung werden die abgetasteten Zahlen bindr
weitergegeben, wobei die Ziffer ,0° 0 V und die Ziffer ,1° etwa +5 V entspricht, ein Fall
von Gleichstrom. In T'1 7a sind die acht abgetasteten Zahlenwerte 4, 6, 7, 5, 2, 0, 1 und
4, bindr ausgedriickt: 100, 110, 111, 101, 10, O, 1 und 100. Fiir diese Zahlen braucht
man nie mehr als drei bindre Stellen — es wiirde vollig reichen, die Folge als 100 110
111 101 010 000 001 100 auszugeben, vorausgesetzt, dass bei deren Riickverwandlung
in Schall der DA-Umwandler weil3, dass es sich hier um dreistelligen Bindrzahlen, um
eine ,3-Bit-Quantisierung® handelt: die Zahlen werden immer mit einer
gleichbleibenden Stellenanzahl (hier 3) ein- und ausgegeben, egal ob sich Nullen zu
Beginn einer jeweiligen befinden. Ein Bit (vom engl. binary digit = ,bindre Ziffer), die
kleinste Menge tibertragbarer Information, enthilt die einstellige Bindrzahl O oder 1; die
Daten (hier Bits) werden mit einer Geschwindigkeit iibertragen, die man die Baudrate
nach dem Ingenieur und Erfinder Jean-Maurice-Emile Baudot (1845-1903) nennt: 1
Baud = 1 Bit pro Sekunde bei der Bitiibertragung. Die zur Ein- oder Ausgabe
bestimmte Bitanzahl wird die Bitbreite genannt; die o.g. kommerziellen DA/AD-
Wandler verwenden allgemein eine Bitbreite von 16. Werden die obigen acht 3-Bit-
Zahlen mit einer willkiirlich gewéhlten Geschwindigkeit von 2,4 Kilobaud befordert, so
dauert die Ubertragung 10 Millisekunden, genauso lang wie eine Periode der Frequenz
100 Hz. T'1 7b vergleicht die analoge Stromiibertragung dieser Periode (Sinuskurve) mit
der digitalen (Rechteckskurve); in letzterer sind einige zusidtzlich notwendige
Kontrollbits nicht gezeigt worden. Die digitale Ubertragung der Abtastung in I'l7a
(Mitte) verlangt 21x5=105 Bits (statt der 24 fiir T'1 7a links), denn die Darstellung der
dazugehorenden Zahlen 16 bis 21 ist mit nicht weniger als 5 Bits moglich.
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15 Informatik 3 — Programmierung

Damit ein Rechner seinen Zweck erfiillt, muss er programmiert werden; eine Folge von
Anweisungen muss ithm eingegeben werden, wonach er Daten von einem Massen- oder
sonstigen Speicher in seinen Arbeitsspeicher 1adt, um sie dort zu verarbeiten und sie
anschlieend von dort an eine vom Programmierer bestimmte Stelle zu leiten. Diese
Daten, an und fiir sich Binédrzahlen, werden wegen besserer Leserlichkeit auch als
gewoOhnliche Dezimalzahlen, Buchstaben (zusammen alphanumerische Zeichen
genannt) und Interpunktionszeichen kodiert. Bedingt durch die Bauweise elektronischer
Komponenten ist die Standardbitbreite fiir die Dateniibertragung 8; acht Bits nennt man
ein Byte (vom engl. binary term = ,bindrer Ausdruck®), eine Informationskapazitit, die
die Darstellung von 2°=256 verschiedene Zahlen (Oq bis 2554) oder Zeichen ermdglicht.
Hohere Zahlen miissen durch die Zusammenlegung von mehreren Bytes verarbeitet
werden, z.B. die Zahl 12345, binédr 110000001 11001: hierfiir reichen zwei Bytes, in die
die Bits in der Form 00110000 00111001 gefiillt werden (hexadezimal 303%,: diese vier
Ziffern stellen jeweils vier Bits oder je ein Halbbyte oder Nibble dar). Den
Bezeichnungen Bit, Nibble und Byte — als ,bisschen‘, ,Knabbern‘ und ,Beissen’
(Letzteres tiber das englische bite) wohl iibersetzbar — ist ein gewisser Sinn fiir Humor
nicht abzusprechen.

Alphanumerische und Interpunktionszeichen werden fiir {iblich nach dem sogenannten
ASCII-Code (,American Standard Code for Information Interchange® = engl. fiir ,[US-]
amerikanischer Standardcode fiir Informationaustausch) kodiert: darin enthalten sind
alle Einbytezahlen, bei denen das erste (d.h. linke, obere) Halbbyte einen der sechs
Werte 24 bis 74 (= 2n bis 7n) belegt — das erste Bit (ganz links, auch engl. most
significant = ,bedeutsamste’ genannt) ist also immer 0; dieser (daher 7-Bit-) Code ist in
T18 zu sehen. Die Werte Oy bis 14 als linkes Halbbyte entsprechen Sonderzeichen, die
man auf der Computertastatur gewohnlich durch das gleichzeitige Driicken der je nach
Computermarke sogenannten Ctrl bzw. Control (die ,Kontrolltaste‘), Command (engl.
f. ,Befehl®) oder Strg (,Steuerungs‘)-Taste mit einer anderen (einem der 26 Buchstaben
A-Z plus sechs weiteren Zeichen zugeordneten) Taste erzeugt; diese Aktion dhnelt der
Eingabe von GroBlbuchstaben durch das gleichzeitige Driicken der Shift (,Umschalt)-
Taste und den (Klein-) Buchstabentasten.

Auch spezielle Tasten, wie z.B. Esc, Tab, Backspace, Return erzeugen selbstindig
diese Sonderzeichen — die ersten zwei Bezeichnungen sind Abkiirzungen fiir Escape (=
engl. f. ,Flucht’, hiufig zur Programmbeendigung eingesetzt — ASCII-Nr.27) und
Tablature (= ,Tabulatur, hdufig als Tabellentrennzeichen genutzt — ASCII-Nr.9),
wihrend Backspace = ,Schritt riickwérts® wortlich zu nehmen ist (ASCII-Nr.8) und
Return = ,Riickkehr® oder ,Riickgabe‘ (ASCII-Nr.13) sich historisch auf den Hebel
bezieht, die die Schreibmaschinenwalze zuriick in die Ausgangslage zu bewegen
vermochte. Diese Taste wird auch mit Enter (= ,Eingabetaste‘) bezeichnet.
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Die linken Halbbyte-Werte 8, bis F, sind fiir weitere Sonderzeichen vorgesehen, die
allgemein nur durch Programme erzeugt und vom Programmierer mit verschiedenen
Funktionen versehen werden konnen (dazu gehoren z.B. die Umlaut- und Eszet-Tasten
deutschsprachiger Tastaturen). Nur der Programmierer, der bewusst maschinennah
arbeiten will, um besondere Einrichtungen des Gerits besser auszuniitzen, miisste seine
Anweisungen bindr eingeben; um Tippfehlern wegen der vielen Nullen und Einsen
vorzubeugen, darf er — wenn die Rechnergrundsoftware dies erlaubt — die Zahlen auch
hexadezimal eintippen. Weiter hilft ein dem Rechner beim Kauf oft beigefiigtes,
Assembler genanntes Programm, das die Eingabe der Hexadezimal-Anweisungen in der
Form einfacher Worte ermdglicht. Im Gegensatz dazu setzt der Programmierer, der den
Rechner einfacher handhaben will, sogenannte Hochsprachen wie Basic, Fortran, C
oder Pascal ein (um nur einige wenige zu nennen), deren Compiler seine in relativ
leserlicher Form geschriebenen Anweisungen in fiir den Rechner sinnvolle Bindrzahlen
— die fiir den jeweiligen Rechnertyp spezifische Maschinensprache — iibersetzen.

Zum Beispiel: zwei Zahlen, sagen wir 25 und 40, werden multipliziert und das Ergebnis
wird einer sogenannten Variablen (einem Zwischenspeicher) zugewiesen, die unter
einem vom Programmierer erfundenen Namen immer erreichbar sind. Nennen wir sie
produkt; in Basic und Fortran schreibt man die Multiplikation produkt=25*40, in
Pascal produkt:=25%40;, in C produkt=25*40;. Die Anzeigeanweisung in
Basic und in Fortran lautet print produkt, in Pascal write (produkt) ;, in C
(hier vereinfacht) printf (produkt) ; (= ,schreibe produkt auf den Bildschirm®
— es wird fast immer Englisch verwendet). Das Ergebnis erscheint: 1000, bei Basic
sofort, bei Fortran, Pascal und C nachdem das compilierte Programm zu laufen anféngt.
Man kann produkt umgehen, indem man print 25*40 bzw. write (25*40) ;
bzw. printf (25*%40); schreibt. So aber kann produkt fiir andere Zwecke
verwendet werden, z.B. fiir einen Vergleich: das Ergebnis der Multiplikation soll nur
dann angezeigt werden, wenn es 500 iibersteigt. Die entsprechende Anweisung lautet

in Basic: 1if produkt>500 then print produkt

in Fortran: if (produkt.gt.500) print produkt

(.gt . heiBt engl. greater than fiir ,groBer als®, vergleichbar ,>)
in Pascal: if produkt>500 then write (produkt);
in C: if (produkt>500) printf (produkt) ;
(sinngemal ,ist produkt grofer als 500 dann zeige produkt an®).

Ein Programm kann eine Schleife enthalten, in der eine Anweisung oder ein Block mit
Anweisungen mehrmals ausgefiihrt werden kann, z.B. die Berechnung der bekannten
Fibonacci-Reihe, in der die ersten zwei Zahlen 1 sind und jede weitere Zahl die Summe
der zwei vorangegangenen ist. Diese Aufgabe wird in den vier o.g. Sprachen einfach
gelost (das Ergebnis: 1,1,2,3,5,8, 13,21, 34,55...): s. L19 (die Zuweisungen, typisch
wie a = 1 geschrieben, werden hier ohne Leerzeichen kompakt gezeigt). Zuerst wird
1 den Variablen a und b zugewiesen; dann erhilt wiederholt ¢ den Wert von a+b,
wonach c angezeigt wird und der Wert von b bzw. c auf a bzw. b verschoben wird.
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16 Informatik 4 — Die Programmiersprache C

1972 von Dennis Ritchie (geboren 1941) — als Weiterentwicklung der Sprache B von
Ken Thompson — eingefiihrt, entwickelte sich C zu einer der am meisten gebrauchten
Sprachen. Thre Maschinenndhe ermdglicht eine sehr effiziente Programmierung.
Modular strukturiert, ldsst sie ganze in sich geschlossene Anweisungsblocke an
strategischen Stellen in den Programmtext einschieben. Threr Rolle als Ausgangspunkt
fiir bekannte Sprachen wie C++, C# und Java zum Trotz ist C nach all den Jahren (nicht
zuletzt durch das American National Standards Institute) iiberall einheitlich geblieben.

Ein C-programm besteht grundsétzlich aus einem Hauptteil (genannt main — vom engl.
f. ,haupt®) und ggf. weiteren Funktionen vom Entwickler selbst. L20 ein komplettes C-
Programm. Es rechnet — auf Formeln aus Kapitel 6 basierend — Zahlenverhéltnisse (z.B.
2:3) in Cent und Dezibel um. Zu Beginn stehen die Prdprozessor-Direktiven
#include <stdio.h> und #include <math.h> — C ist eine sehr kompakt
definierte Sprache, deren ureigener Korpus nicht einmal die schon beschriebene
Anweisung printf enthilt. Diese steht in der einzubindenden Bibliothek stdio.h,
einer vorgefertigten Datei, kodiert. Der Priprozessor ist ein Compilerteil, der den
Programmtext fiir die Compilierung im Vorfeld bearbeitet. stdio heit ,Standard
Input/Output® (=,Standard-Ein-/Ausgabe‘), math ,Mathematik‘, wo eine Reihe fester
Standardfunktionen wie Logarithmen vordefiniert sind; .h steht fiir ,header®, weil die
include-Direktiven (=,einbinden‘) am Kopf (=engl. ,head‘) des Programms stehen.

Der folgende zwischen /* und */ als Erinnerungsstiitze fiir den Entwickler eingefiigte
Kommentar ,Umrechnung von Zahlenverhaltnissen...‘, wird vom Compiler
iibergangen. Man merke, in auszufiihrenden Programmteilen sind ,a/6/tu/A/0/U/B¢
nicht zugelassen, im Kommentar ist das aber kein Problem.

Dann folgt main (). Die bisweilen Parameter enthaltende Klammern zeigen, dass
dieses Modul (und ggf. andere vorhandene) als wertannehmende bzw. -zuriickgebende
Funktion (wie Sinus oder Logarithmus) verstanden wird. Der zuriickgegebene Wert ist
ein MaB des Durchfiihrungerfolgs, dessen 7yp auch entsprechend deklariert wird, hier
mit int flr integer (engl. f. ,ganzzahlig®), daher: int main (). Mit der Riickgabe
(engl. return) dieses Werts durch main ans Betriebsystem — giinstigstenfalls Null
(=,alles war in Ordnung*) — endet das Programm ordnungsgemal.

Der Inhalt von main wird in geschweiften Klammern { und } eingefasst; zur besseren
Leserlichkeit werden sie (wie in L20 links) iibereinander geschrieben. Zuerst werden
Variablen deklariert, p und g als int, nLog2, nLogl0, nLog _Quotient, ct und
db als FlieBkommazahlen mit Dezimalkomponenten hinter dem Komma (f1loat, vom
engl. floating point = ,FlieBkomma®). Diese Variablennamen sind frei erfunden und
dienen zur Speicherung der im Verhiltnis p: g stehenden Zahlen p und g, sowie der
natiirlichen Logarithmen von 2, von 10 bzw. vom Quotienten der o.g. Zahlen und der
am Ende zu errechnenden Cent- bzw. Dezibelwerte.
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Zuerst errechnet die Standardfunktion 1og (...) die natiirlichen Logarithmen von 2 und
10 und weist sie den Variablen nLog2, nLogl0 zu, z.B. nLog2 = log(2); (bei
wiederholtem Einsatz spart es Rechenzeit, Variablen statt Funktionen einzusetzen). Die
nédchste Zeile erbittet die Eingabe der nicht-negativen Ganzzahlen p (zuerst = 1) und g
durch printf ("Gib P:Q ein.. usw., gefolgt vom Hinweis, dass eine ungiiltige
Eingabe das Programm beendet. Diese der Ubersichtlichkeit wegen auf zwei print f-
Funktionen verteilten, mit jeweils einer in Hochkommata ("..") eingefassten
anzuzeigenden Zeichenketten konnten auch Formatanweisungen (z.B. $d) enthalten —
s. unten. Das Steuerzeichen \n (fir ,neu‘ wie in ,neue Zeile‘) am Ende einer
Zeichenkette bewirkt bei der Anzeige einen Ubergang zur nichsten Zeile.

Die folgende while-Schleife soll einen — in abstandsmifBig gleich rechtsversetzten
geschweiften Klammern eingefassten — Anweisungsblock mit der Bedingung (p>0)
wiederholen — nur wdhrend (= engl. while) p>0 gilt, wird der Block ausgefiihrt. Das
Programm schreibt dann P :, setzt p provisorisch auf O (s. unten warum) und wartet auf
die Tastatur-Eingabe von p mittels der Lesefunktion scanf ("%d", &p), wobei das
Formatzeichen %d (fiir ,dezimal‘) die Erwartung einer ganzen Dezimalzahl fiir p
anzeigt; gewohnlich braucht scanf ein & vor jeder einzulesenden Variablen.

Wird p ungiiltig eingegeben, z.B. als -1, 0 oder X, so bleibt der vorher gesetzte p-Wert
Null bestehen; damit ist die Bedingung i £ (p>0) (engl. if = ,wenn‘) unerfiillt. So
wird der folgende, auf nunmehr dritter Ebene in { und } eingefasste Anweisungsblock
iibersprungen; das Programm kehrt zur while-Abfrage zuriick. Aber auch hier ist
(p>0) falsch; die letzte Anweisung printf ("Programm beendet.\n"); wird
also jetzt ausgefiihrt, das Programm gibt mit return eine O aus und endet.

Ist aber p tatsichlich >0, dann wird der Anweisungsblock doch ausgefiihrt: das
Programm schreibt Q: , wartet auf die g-Eingabe durch scanf, berechnet dann den
Quotienten-Logarithmus 1og (1.0 * p / qg) und weist diesen nLogQuotient
zu. Der Grund fiir 1. 0: wird in C eine ganze Zahl durch eine andere geteilt, so ist das
Ergebnis auch ganzzahlig: 1/2 wiirde nicht 0.5 sondern O ergeben, welches zu falschen
Resultaten fiihre. Die (hdherrangige) Multiplikation von p mit dem float-Wert 1.0
ergibt einen float, welcher durch g geteilt einen float erzeugt. ct und db, nach
den Formeln berechnet (1200 bzw. 6.021), zeigen zwei printfs an: bei p=1 und g=2
lasst printf ("-—-——- Das Verhaeltnis %d:%d entspricht ",p,q) die
Zeichen —----- Das Verhaeltnis 1:2 entspricht schreiben, und
printf ("$9.3f Ct oder %6.3f dB\nGib P:Q ein..\n",ct,db); die
Werte ct und db im unten beschriebenen Format schreiben, gefolgt — zwischen zwei
Zeilenumbriichen — von dem Hinweis Gib P:Q ein... Die Formatanweisung
%$d: %d weist die Ausgabe von p und g als Ganzzahlen (z.B. 1:2) an. $9.3f besagt,
dass ct 9-stellig geschrieben wird, mit 3 Stellen hinter dem (im Deutschen dem
Komma entsprechenden) Dezimalpunkt: ©=1200.000 (= ist hier ein Leerzeichen). So
bedeutet $6.3f die 6-stellige Ausgabe von db mit 3 Stellen hinter dem Punkt:
06.021. Ubrigens, das f in print £ steht fiir ,formatiert*.
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17 Informatik 5 — Allgemeine Funktionen in C

AulBler main und Standardfunktionen wie printf, scanf, 1log und while konnen
zusdtzliche benutzerdefinierte Funktionen im Programm aufgerufen werden; sie werden
gewOhnlich vor der Funktion angebracht, in der sie aufgerufen werden.

L21 zeigt ein Programm, das Tabelle TO2 erzeugt. Fangen wir mit dem Hauptteil an.
Der Deklaration von main und der Variablen Zaehler folgt jene der mit einer [8]
versehenen Variablen Ziffern als Typ char (f. engl. character = ,Zeichen®): es ist
oft besser, mehrere gleichtypige Variablen unter einem Namen indiziert zu fiihren, als
sogenanntes Feld oder Array (engl. f. ,Reihe‘). char Ziffern[8] fasst bis zu acht
Zeichen zusammen, angefangen mit dem nullten: Ziffern[0] (in C wird von O
gezihlt, deklariert wird die Anzahl der Elemente). char besetzt ein Byte; wird mit von
0 bis 255 reichenden Ganzzahlen gearbeitet, so benétigen diese hochstens ein Byte und
konnen als char platzsparend deklariert werden, wogegen int gewohnlich 4 Bytes
(32 Bits) besetzt und von -2147483648 (= -2°") bis +2147483648 (= +2°'-1) reicht.

Variablen des Typs FILE * (stets grof3 geschrieben, engl. f. ,Datei‘) machen Dateien
zuginglich. Der Dateiname — hier Zahlensysteme. txt — gefolgt von einem "r"
(engl. read = ,lesen) oder "w" (engl. write = ,schreiben‘) werden der Standardfunktion
fopen eingegeben, die dann der Dateivariablen zugewiesen  wird:
FILE *Datei; Datei = fopen("Zahlensysteme.txt", "w");. Nun
lasst die Variable Datei auf die durch sie vertretene Datei zugreifen (s. fprintf u.).

Neben while ist ein weiterer Schleifenkonstrukt for. Aber wihrend sich while nur
mit Bedingungen befasst, initialisiert und verdndert for einen Zdhler, in L21 so: for
(Zaehler = 0; Zaehler<=Endzahl; Zaehler++) ;. Erst steht Zaechler
auf 0. Die Schleifenbedingung: Zaehler darf Endzahl nicht iibersteigen, eine in
Zeile 3 auf 255 festgesetzte Konstante. Zaehler++ erhoht Zaehler um 1 (dem
Ausdruck Zaehler = Zaehler + 1 gleich: zum Wert von Zaehler addiere 1
und weise das Ergebnis nach links Zaehler zu, den vorherigen Wert ersetzend). Jede
Wiederholung des for-Anweisungsblocks erhoht Zaehler also um 1, bis 255
erreicht wird, wonach die Schleife (wegen der dann verfehlten Bedingung) authort.

fprintf (das erste f steht fiir file) schreibt dann den Zaehler-Wert in Datei nach
dem Format $3dd = : die Zeichen [$3d] schreiben eine dreistellige Ganzzahl vor,
von [d = ] gefolgt, wie z.B. 1864 = auf der zweiten Seite von T02 unten links (dort
wurden Schriftart und Grée von Hand gesetzt, nicht programmiert).

Jetzt sind wir bei der Beschreibung einer Funktion (verwandle) angelangt. In jedem
ihrer drei Aufrufen 5-7 Zeilen von unten stehen drei Parameter in Klammern, eine Zahl
(2, 8 bzw. 16) und die Variablen Zaehler und Ziffern. Die Funktion selbst ist ab
Zeile 9 zu sehen: sie gibt kein Wert zuriick (kein return am Ende), daher ist ihr Typ
void (engl. f. ,nichtig®). In Klammern stehen die int Variablen Basis und Zahl
und die char Variable *Code (das * gibt den Wert von Code an main zuriick — s.u.).
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Die eingeklammerten Parameter sind mit jenen im Aufruf direkt verbunden: Basis
nimmt nacheinander 2, 8 und 16 und Zah1l den jeweiligen Zaehler-Wert (0 bis 255)
an. Die lokalen (nur in verwandle geltenden) Variablen i, Potenz, Puffer, Rest
und Teiler werden deklariert. Potenz wird 1, Puffer 255. Wihrend Potenz
wiederholt mit Basis multipliziert wird, wird Puf fer durch Basis geteilt (so knapp
wie bei ++ bedeutet a*=b dasselbe wie a=a*b und a/=b dasselbe wie a=a/b): ist
Basis 2, so wird Potenz in 8 while-Durchldufen 2, 4, 8, 16, 32, 64, 128 und 256,
Puf fer parallel dazu 127, 43, 31, 15, 7, 3, 1 und O (merke: 255/2 = int 127, nicht
float 127,5): (Puffer>0) istnun falsch, while endet und Potenz bleibt 256.

Rest wird Zahl (sprich Zaehler im Aufruf) zugewiesen, Teiler der Wert von
Potenz/Basis (nach obigem 256/2 = 128) und i 0. Jetzt folgt eine zweite while-
Schleife, in der wiederholtermaBen Folgendes geschieht:
1. Rest wird durch Teiler geteilt und das Ergebnis Puffer zugewiesen,
2. der Rest nach der Teilung von Rest durch Teiler wird Rest zugewiesen
(% ist hier ein Modulo-Operator, $= wird wie *= u.d. gehandhabt),
3. Teiler wird durch Basis geteilt und das Ergebnis Teiler zugewiesen.
Folgende Wertverdnderungen werden in 8§ while-Durchldufen vollzogen — am Ende
des 8. Durchlaufs wird Teiler O womit (Teiler>0) falsch ist und while endet:
Teiler: 128 —64 —32 —16 —8 —4 —2 —1 -0
Ist Rest (sprich Zahl im Aufruf) z.B. 186, ist sie in den selben 8 Durchliufen:
186%128 = 58%64= 58%32= 26%16= 10%8= 2%4= 232= 0.
Puffer:186/128=1, 58/64=0, 58/32=1, 26/16=1, 10/8=1, 2/4=0,2/2=1,0/1=0,
d.h. 10111010 — eine Binédrzahl, die auf der Basis 2 berechnet wurde.

In der zweiten Zeile dieses zweiten Schleifenblocks von verwandle wird eine weitere
benutzerdefinierte char Funktion aufgerufen: Hexzeichen, in Zeilen 4-8 definiert:
sie empfangt den int Parameter num (Wert: 0 - 15), und gibt ein ASCII-Zeichen
num+48 (d.h. 0 bis 9) wenn num<10 sonst num+55 (A bis F) zuriick. Hexzeichen
liefert die Hexadezimaldarstellung von num, z.B. aus 8 wird 8, aus 12 wird C. Die 1 f-
else (engl. fiir ,wenn‘-,sonst)-Kontrollstruktur ist somit dargelegt.

In main werden dann die Binir-, Oktal- (Basis 8) und Hexadezimal- (Basis 16)
Zahlen als Zeichenketten gespeichert: in den 8 Durchldufe der 2. while-Schleife von
verwandle hat der die 8 Code-Elemente (vgl. Ziffern) indizierende Zihler i die
Werte 1 bis 8 angenommen (s. i++;) — die von Hexzeichen gelieferten Zeichen
werden dem i-ten Code-Element zugewiesen. Nach dem Schleifenende erhélt Code
noch das Schlusszeichen \0 und geht an Ziffern im verwandle-Aufruf zuriick.
Dann schreibt fprintf die Kette Ziffern in Datei (im Format $s fiir engl. string
= ,Kette), gefolgt von [b =]bzw. [0 =]bzw. [h =]fiir Basis =2 bzw. 8 bzw. 16.

Zum Schluss folgen fclose (Datei) ;, das Gegenstiick zu fopen (hiermit wird die
Datei ,versiegelt‘), eine Erfolgsmeldung am Bildschirm (mit printf) sowie die
Riickgabe einer Null ans Betriebsystem, womit das Programm endet.
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18 Informatik 6 — MIDI

1983 beschloss eine Konferenz namhafter Synthesizer-Hersteller die Einfiihrung einer
einheitlichen Norm fiir die externe digitale Steuerung ihrer Klangmodule: MIDI, die
Musical Instruments Digital Interface (engl. f. ,Digitale Musikinstrumenten-
Schnittstelle®). Diese Norm, die eine relativ einfache hardwaremiflige Schnittstelle
voraussetzt, ermoglicht die Kommunikation zwischen verschiedenen Musikgeriten: die
Tastatur eines mit MIDI ausgeriisteten Klangmoduls kann die Klanggeneratoren eines
anderen ansprechen, auch ein Rechner kann eingreifen und diese in Echtzeit spielen.
Nach auBlen hin besitzt die MIDI-Schnittstelle gewo6hnlich drei fiinfpolige, mit der
Aufschrift MIDI-IN, -OUT und -THRU (= engl. f. ,ein‘, ,aus‘ und ,durch‘) versehene
DIN-Kupplungen — die ersten zwei sind fiir den Empfang bzw. Ausgabe von MIDI-
Signalen, die letzte, eine Durchgangskupplung zur Weitergabe von fiir ein anderes
Gerdt bestimmten Signalen, erlaubt die Bildung eines Verbunds mehrerer Apparate
(s. T'22 fiir ein Beispiel). Die in den MIDI-Signalen einkodierte Kanalnummer bewirkt,
dass alle folgenden Signale fiir den momentan auf diese Nummer eingestellten
Klanggenerator bestimmt sind; wenn also die Signale mehrerer Kanile durch alle
Klangmodule durchrasen, spielt jeder Generator nur ,seine‘ Stimme. Die Signale laufen
tiber ein mit zwei fiinfpoligen DIN-Steckern versehenes abgeschirmtes zweiadriges
Kabel, und zwar seriell (d.h. als Bitfolge) mit einer Ubertragungsrate von 31250 Bits,
d.h. 3906 Bytes pro Sekunde.

Will man einen Ton einschalten, so schickt man dem Generator das Note-£in-Signal,
eine einbytige Hexadezimalzahl, deren zwei Halbbytes 9, bzw. die Kanalnummer 0y, bis
Py sind — also besagt die Zahl 90, dass im ,nullten Generator® ein Ton gleich gespielt
wird. Dieses erste Byte wird das Status-Byte genannt, dessen erstes Halbbyte je nach
Anweisungsart zwischen 8, und £, liegt (d.h. das erste, bedeutsamste Bit ist immer 1).
Danach folgt unmittelbar die Tonhéhenangabe, das erste von zwei Daten-Bytes, deren
erstes Bit immer auf O steht.. Alle verfiigbaren Tone, 128 an der Zahl, gehdren der
zehneinhalboktavigen chromatischen Tonleiter vom (Sub-Subkontra-)Cs bis zum g° an,
und zwar von O bis 1274 nummeriert. Der Ton C' entspricht é604; dadurch sind die
Nummern aller gleichnamigen Noten C,, durch 12 teilbar. Bevor der Ton gespielt wird,
muss auch seine Anschlagskraft angegeben werden, und zwar ebenfalls in einem Byte
gepackt als 7-Bit-Zahl zwischen 0 und 1274. Die Anweisung ,spiele ein C' mittlerer
Lautstédrke in Kanal null® sieht also so aus (dezimal): 144 40 64.

Wie beim Anspielen eines Tons wird auch das Ausschalten oder Ddmpfen des Tons mit
drei Bytes bewerkstelligt — 1. das Signal Note-Aus, 8m, (m = MIDI-Kanalnummer),
2. die Notennummer und 3. die Ddmpfungsgeschwindigkeit — allerdings konnen nur
wenige Klangmodule auf diese letzte Angabe reagieren. Die Bytefolge 8fn 604 1274
bedeutet ,Dampfe raschestens das C' in Kanal fn‘. Da jeder Ton nach dieser Definition
mindestens sechs Bytes zur Ein- und Ausschaltung braucht, kann MIDI theoretisch
hochstens 3906/6 = 651 Tone pro Sekunde tlibertragen, unbeschadet der Tatsache, dass
gingige Klangmodule gerade einmal 200 pro Sekunde zu schaffen scheinen.
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Ein Akkord wird durch das sequentielle Einschalten der Einzeltone gespielt — die 1%
Millisekunden zwischen einem Note-Ein und dem néchsten ist bei einem kleineren
Akkord kurz genug, damit dieser nicht als Arpeggio gehort wird. Durch die Folge
Note-Ein, Notennummer, Null kann auch geddmpft werden — hier wird im sparsamen
Running Mode (engl. f. laufender Modus) das Status-Byte nur zu Beginn eingesetzt,
wonach paarweise nur noch Daten-Bytes folgen, um den Notenstrom zu beschleunigen.

Zwei wichtige MIDI-Anweisungen sind Instrumentenwahl (engl. program change) —
2 Bytes: Cmy, und i (die Klangfarbe als Zahl von O bis 1274 oder mehr, je nach
Klangmodul) und Tonhéhenradzustand (engl. pitch wheel) zur mikrointervallischen
Verschiebung aller Tonhohen des Kanals — 3 Bytes: €my, O und v (die Verschiebung als
Zahl zwischen 0 und 1274, mit é44 als Normalzustand; der Umfang wird durch eine
firmenspezifische Systemanweisung auf 0 bis 12 Halbtone gesetzt — bei +£1 Halbton ist
die kleinste durch das 2. Datenbyte ermdglichte Verschiebung '°“/s4 oder unter 1,6 Ct).

Zuletzt sei hier die vielseitige Steuerdnderungs-Anweisung (engl. control change)
erlautert: mit dem Status-Byte Bmy beginnend, gibt das erste Daten-Byte die
Anwendungsart durch die Kontrollnummer an, wie z.B. 74 fiir Gesamtlautstirke (engl.
volume — dies erlaubt ein crescendo/decrescendo eines anhaltenen Klanges) oder 644
fiir ein simuliertes Ddmpferpedal; auler diesen beiden (die Werte laufen von O bis
1274) sind manche standard, andere firmenabhédngig — sie kdnnen im Handbuch zum
Klangmodul nachgelesen werden. Das zweite Daten-Byte gibt den Wert der Steuerung
an: bei Kontrollnummer 74 bedeutet O ,lautlos, bei Nr. 644 ,ohne Pedal‘; 1274 ist auch
hier der Maximalwert. T2 3 listet die acht Hauptanweisungsarten auf (die mit fi, D und £
beginnenden sind etwas spezieller in ihrer Art und hier nicht kommentiert worden).

Alle oben beschriebenen Signale werden von einem manuell gespielten Klangmodul
direkt erzeugt; sie werden hier zwecks ihrer Ausgabe durch einen Rechner besprochen.
L24a zeigt ein C-Programm, das fiir die Ausgabe der ersten Tone von Schumanns
Frohlicher Landmann liber ein MIDI-Klangmodul gedacht ist; beispielsweise schicken
spiele-Aufrufe in main Tonhdhe und Anschlagsstirke an die spiele-Funktion, wo
siec Tonhoehe und Anschlag heilen; normalerweise miisste spiele iiber die
Funktion sende drei Bytes zur MIDI-Steckdose schicken (Hexadezimalzahlen werden
in C mit 0x gekennzeichnet) — aber die genaue Form von sende ist vom Rechnertyp
abhingig; also werden hier die Werte nur am Bildschirm angezeigt. warte priift die
Rechneruhr mittels (in <time.h> kodierte) CLOCKS PER SEC und clock ()und
wartet die in Sekunden angegebene Zeit ab. L24b ist kompakter: Partitur =
fopen (DATEINAME, "r"),; Offnet die Datei FROEHLICHER LANDMANN.TXT
(durch die Praprozessor-Direktive #define als DATEINAME definiert) zum lesen. Die
Schleife while mit der Funktion Ausfuehren lduft solange diese den Wert 1
(=,wahr‘) an main zuriickgibt, d.h. solange die Eingabemenge (s. fscanf) 3 ist;
ist sie es nicht, so wie beim Ende der Eingabedatei, so endet Ausfuehren. Das ,== *
in Ausfuehren ist ein Vergleichsoperator, anders als der Zuweisungsoperator ,=*.
Zeile 4 (mit schreibe) zeigt einen skurrilen typografischen Einsatz von #define.
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19 Harmonik 4 — Zur quantitativen Erfassung von Harmonizitét

Seit der Antike sagt man, dass zwei Tone, deren Frequenzen im einfachen Verhéltnis
zueinander stehen, ein ,harmonisches® Intervall bilden. Doch ein ,unharmonisches‘, das
sich groBenméBig in der Néhe eines harmonischen Intervalls befindet, gerit sozusagen
in den Sog des stirkeren und wirkt durch Zurechthoren als dessen Annéherung.

Ist die Einfachheit eines Zahlenverhédltnisses quantitativ auszudriicken? Die
Verhiltnisse 1:2 (Oktav), 2:3 (Quint), 3:4 (Quart), 4:5 (groBBe Terz) oder 5:6 (kleine
Terz) scheinen ,einfacher® als 8:9 (grofer Ganzton), 9:10 (kleiner Ganzton) und diese
wiederum einfacher als 15:16 (kleine Sekunde), 32:45 (iiberméBige Quart) oder 45:64
(verminderte Quint). Man merke: je harmonischer die Intervalle, desto kleiner sind die
Zahlen, die sie bilden; aber ist die 3:5-gro3e Sext harmonischer als die 4:5-grof3e Terz?

Den oben fehlenden Verhéltnissen 6:7 und 7:8 sowie 10:11, 11:12, 12:13, 13:14 und
14:15 sind keine klassischen Intervalle zuzuordnen — die Zahlen 8 und 9 wurden der
kleineren 7 stets vorgezogen, die 15 und 16 den Zahlen 11, 13 und 14. Man merke: die
historisch vorgezogenen Zahlen basieren auf den Primzahlen 2, 3 und 5, die anderen auf
den hoheren 7, 11 und 13. Zur Bildung eines harmonischen Intervalls ist sowohl die
Kleinheit der Verhéltniszahlen als auch ihre Teilbarkeit relevant. Zur Messung der
Harmonizitdit vereinte ich 1978 diese beiden Eigenschaften in meiner sogenannten
Unverdaulichkeitsfunktion §N); s.F25a. Die Potenz 2 in der Formel beeinflusst die
Steilheit des Anstiegs der Unverdaulichkeit bei den Primzahlen, quasi als Mal} der
,Primfeindlichkeit. Praktisch ist, dass &(ab) = §(a) + £(b) gilt, wie bei Logarithmen.

T2 6a zeigt die Unverdaulichkeiten der Zahlen 1 bis 100 — in steigender Reihenfolge
ihrer Unverdaulichkeit aufgestellt, entsteht bei den Zahlen 1 bis 16 die Folge 12438 6
16 12 9 510 15 7 14 11 13: die letzten vier sind besagte Aussitzige. Aus der
umgekehrten Summe der Unverdaulichkeiten der teilerfremden Zahlen P und Q liel3
sich eine Funktion fiir die Harmonizitit des Intervalls Q/P bilden: je unverdaulicher P
und Q, desto weniger harmonisch das Intervall —s. F25b.

1980 fragte ich zwolf Freunde nach der von ihnen einzeln empfundenen Reihenfolge
der Schwierigkeit, eine Kreisform in 2 - 9 gleiche, vom Kreismittelpunkt ausgehende
Segmente zu teilen; ihre Antworten im Durchschnitt: 2 4 (3 8) 6 (5 9) 7 (umklammerte
Zahlen sind umtauschbar), mit der Unverdaulichkeit uniibersehbar iibereinstimmend.
Mir unbekannt wurden 1975 Testpersonen an der Universitit Stanford gebeten, die
Ahnlichkeit der Ziffern 0 bis 9 nach mehreren Kriterien, darunter ,abstrakte Qualitit,
zu bewerten (s. T'27a); die Ergebnisse wurden dann multidimensional skaliert, eine
Methode, die die Ziffern derart rdumlich platziert, dass deren gegenseitige Abstinde
deren jeweiligen ,Unéhnlichkeiten® entsprechen. Man fand eine deutliche Trennung der
geraden Zahlen von den ungeraden, der Primzahlen von den zusammengesetzen; auch
wurden die Zahlen von links nach rechts groer. Und 1980 entdeckte ich entlang der
Primzahlgrenze eine der Unverdaulichkeit verwandten Ordnung.

38



T26¢ zeigt eine Auflistung aller reingestimmten Intervalle innerhalb einer Oktav mit
einer Harmonizitdt von 0,05 und mehr; manchmal auftretende Minuszeichen deuten
eine Polaritit des Intervalls zum oberen Ton an, der dann als Grundton wirkt. In der
Tabelle steht neben jedem Intervallverhiltnis dessen Primzerlegung in Potenzen der
Primfaktoren; bei dieser Mindestharmonizitit (MH) von 0,05 sind die fiir die
Primzahlen 2, 3, 5 und 7 absoluten Grenzpotenzen 7, 4, 2 und 1, die Hochstpotenzfolge
(HPF); hohere Primzahlen kommen nicht vor und haben daher die Potenz 0. Die Anzahl
der in dieser einen Oktav zuldssigen Intervalle betrdgt 38. Bei einem Umfang von drei
Oktaven und MH 0,04 sind bei einer 8 5 2 1 1-HPF 240 Intervalle zu verzeichnen, die
I'27b grafisch darstellt. T26b zeigt HPF und Intervallanzahl bei anderen MH-Werten
beim willkiirlichen Umfang von einer Oktav.

Nach dem Astronom Daniel Kirkwood (1814-1895) entstammen die Liicken im
Asteroidengiirtel einfachen Zahlenverhiltnissen (,Kommensurabilitdt®) zwischen dort
zu erwartenden Umlaufzeiten und jener Jupiters um die Sonne: frither dort befindliches
Material wurde aufgrund entstehender Resonanzen vom Jupiter angezogen und in eine
langgestreckte Laufbahn gezwiangt und schlieflich von der Sonne zerstort. I'27¢ zeigt
einen Vergleich zwischen der Dichte des Giirtels und der Harmonizitidt besagter
Umlaufzeitintervalle (bei der geringeren ,Primfeindlichkeit® 1,2) — eine allgemeine
Ubereinstimmung ist deutlich.

Wie zu erwarten, reduziert eine Anhebung der MH die Intervalldichte (die MH 0,1065
lasst nur noch eine mixolydische Skala durch!) und umgekehrt. Es gibt einen
Zusammenhang zwischen der HPF und der entsprechenden MH — s. F25c; man
bedenke, dass eine HPF Intervalle einschlie3t, deren Harmonizitdten auch unter dem
entsprechenden Mindestwert liegen — sie garantiert nur, dass alle Intervalle
harmonischer als der Mindestwert durch sie erfasst werden. Bei der einer MH von 0,03
entsprechenden HPF 12 8 3 2 1 1 gibt es immerhin 3.964 verschiedene Intervalle in
einer Oktav(!), von denen nur 211 harmonischer als 0,03 sind. Die HPF der allgemein
akzeptierten Intervallstimmung klassischer abendldndischer (und indischer) Theoretiker
ist 9 6 2 0 0..., wihrend die Intervallbildung der Antike um Pythagoras von 9 6 0 0 O...
ausging. Beide Folgen sehen interessanterweise wie zaghafte Ansétze zu einer auf einer
0,04-MH basierenden 9 6 2 1 1 1 0.. aus. Hohere Primzahlen sind
Harmonizititshemmer; deswegen haben Theoretiker sie immer mit groer Vorsicht
genossen — zur Intervalldeutung zogen sie frither monstrose Konglomerationen
kleinerer Primzahlen der vielleicht eleganteren Losung kleinerer Produkte groferer
Primzahlen vor (vgl. den 3-Limit-Tritonus 512:729 mit dem 5-Limit-Tritonus 32:45).

Auf die 3- und 5-Limit-Systeme folgend sind die ndchstkomplexen die 7-Limit-, 11-
Limit-Systeme usw., wobei es nicht plausibel ist, liberzeugende Musik bei einem
beliebig hoch gesetzten Prim-Limit zu erwarten ohne eine passende, wohliiberlegte
Musikgrammatik fiir das daraus wachsende Tonsystem zu entwickeln.
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20 Harmonik 5 — Tonhdhenrationalisierung: Theorie

Von einer Mindestharmonizitit von 0,02 ausgehend, finden wir im Halbtonbereich 550
bis 650 Cent nicht weniger als 256 Intervalle vor (s. I'28a;); darunter befinden sich als
harmonischste die Verhéltnisse 5:7 und 32:45, und (knapp schwicher) deren
Umkehrungen 7:10 und 45:64, allesamt Intervalle, die als Tritonus gelten konnen. Es
geht jetzt weiter um die Frage, welche dieser und anderer benachbarter Varianten
verstanden wird, wenn ein Intervall von 600 Cent intoniert wird, eine Frage, die ohne
eine genaue Inspizierung des musikalischen Zusammenhangs, in dem dies geschieht,
nicht beantwortet werden kann.

600 Cent besitzen als Intervall keine eindeutige harmonische Bedeutung, genau wie
,Summ-Pflicht‘, welches, je nach Zusammenhang, auch ,Sumpf-Licht* heilen kann.
Ein in Cent oder Halbtonen beschriebenes Intervall ist blofl eine Abstandsangabe. Erst
durch das Zurechthéren im Zusammenhang erhélt das Intervall einen harmonischen
Sinn. Um dies vorzufiihren sei empfohlen, die Téne C D F E (Mozart) und Cis His E Dis
(Bach) auf einem Klavier zu spielen und die Wirkung der groBlen Terz C-E mit jener
der verminderten Quart His-E zu vergleichen (s. T'28b;). Die deutlich unterschiedliche
Spannung entspringt einem im Horer vollzogenen, mehr oder weniger unbewussten
Zurechtbiegen der Tone auf eine wunschmifig vorgestellte Optimalstimmung.

Wenn, von einem C ausgehend, die um 3, 5 und é Halbtone dariiber liegenden Tone
nacheinander erklingen, so fillt es nicht schwer, diese als ES, F und Ges zu deuten.
Wenn aber die Téne in der Reihenfolge O, 3, 7 und 6 Halbtone tiber C vorkommen,
suggeriert sich C, Es, G, Fis wie in I'28b, gezeigt. Die vier Tone der ersten Folge
wiéren moglicherweise als 1:1, 5:6, 3:4, 45:64, die der zweiten als 1:1, 5:6, 2:3, 32:45
harmonisch verstdandlich, und zwar nach den in T'2 8b,, als — bis auf jene zu Fis und Ges
— relativ einfache Verhiltnisse eingezeichneten Querverbindungen der vier Tone
untereinander. Doch wirkt Fis (auf 32:45, 590 Ct berechnet) klanglich etwas schérfer,
hoher, als das rechnerisch hoher vermutete Ges (45:64, 610 Ct), auch wenn die zwei
Folgen auf einem gleichtemperierten Klavier gespielt werden — dies kommt
wahrscheinlich dadurch, dass diese zwei Tone sogar ,zeitlich riickwirts® eher als Leit-
denn als Strukturtone fungieren, das Ges zu F, das Fis zu G: sie werden als Tonabsténde
(;melodisch®) gehort und mikrotonal ndher an ihre Verankerungen intoniert (das
,Leittonphdnomen*®). So ist in diesem Mischsystem die Stimmung von den melodisch
gehorten Fis und Ges weniger zwingend relevant als die von den eher harmonisch
gehorten C, Es, F, und G. Dennoch wird im Folgenden nur vom harmonischen Aspekt
ausgegangen; die Relevanz der einzelnen Wertungen bleibt hier unberiicksichtigt.
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Zur Erlangung eines harmonischen Einblicks in eine irrationale Tonh6henmenge, deren
Intervalle groBenméfig bekannt aber verhéltnisméfBig unbekannt sind, miissen diese
also rationalisiert werden, d.h. Centangaben miissen in Briiche umgewandelt werden.
Zu kompositorischen Zwecken ging ich 1978 diese Aufgabe an.

Meine Losung geht wie folgt vor: zuerst werden alle zuldssigen Stimmalternativen der
Tone ermittelt; die Auswahl hingt von zwei Hauptfaktoren ab, der Mindestharmonizitdt
(MH) und der Stimmtoleranz (ST). Bei harmonisch komplexerer Musik ist die MH
tiefer anzusetzen als bei harmonisch einfacherer; eine geringere Sensibilisierung hat
eine hohere ST zur Folge. Aus einer gewdhlten MH wird nach der Formel in F25c eine
Hochstpotenzfolge (HPF) errechnet, die zur Erzeugung einer (wie jener in I'28a
abgebildeten) Intervalliste eingesetzt wird. Es ist moglich, die HPF willkiirlich zu
bestimmen, wie z.B. 0, 0, 0, 5, 3, 0,..., eine Stimmung, die nur auf 7 und 11 basiert; eine
solche Folge ist mit kompositorischer Uberzeugung jedoch sehr schwer einsetzbar und
wirkt unter Umstdnden als eine verstimmte Darbietung einer anderen Stimmung, die
kleineren Primzahlen entsprungen ist.

Zur Anwendung der ST wird eine Gauss’sche Normalverteilungsglocke auf die zu
stimmende Stelle gesetzt: diese nach deren Erfinder Johann Karl Friedrich Gauss (1777-
1855) genannte Kurve, deren Breite (Varianz) zur angegebenen Toleranz proportional
ist, ddmpft — tonh6henmafig nach oben und unten zunehmend — die Harmonizitdtswerte
wie in I'28a,. Daraus entfallen als Stimmalternativen alle Intervalle, die von der
Zentralstelle zu weit oder harmonisch zu schwach sind, um sich zu behaupten. Als
Nenntoleranz (NT) gilt willkiirlich der Tonh6henabstand nach oben und unten, an dem
die Dampfung 20 betrdgt. T'28c zeigt diesen Dampfungsvorgang bei der Stimmung
einer in Cent angegebenen Durskala; die NT wurde hier auf 50 Ct festgesetzt, der
Halfte des kleinsten Abstands zwischen zwei benachbarten Skalenstufen.

Der néchste Schritt ist die Bestimmung der Anzahl der Stimmalternativen fiir jeden
Ton; dann wird die Summe der harmonischen Intensititen (Absolutwert der
Harmonizitit) aller intraskalaren Intervalle unter Einbeziehung aller Stimmalternativen
ermittelt — dabei sind Stimmalternativen eines jeden Tones von einem Vergleich
untereinander ausgeschlossen: die Wahl fallt auf jene Stimmkonstellation, bei der die
Harmonizitdtssumme am hochsten ist. Ist die Anzahl der zu stimmenden Tonhdhen
beispielsweise 8 und die Anzahl deren jeweiligen Stimmalternativen 3, so ist die
Anzahl der Stimmkonstellationen 3826561; eine 8-Ton-Skala hat 28 intraskalare
Intervalle inne (die Formel lautet n(n-1)/2, wobei n die Tonanzahl ist), also miissen
hierbei insgesamt 6561%x28=183708 Harmonizititswerte addiert werden, um die
Optimalstimmung zu ermitteln, eine Aufgabe fiir einen Computer! Dabei stellte es sich
als programmiertechnisch effizienter heraus, nicht die Harmonizititen zu addieren,
sondern deren Umkehrungen (jeweils die Summe zweier Unverdaulichkeiten) wobei
dann die kleinste Gesamtsumme ,pramiert® wird. Die Gesamtzahl der intraskalaren
Intervalle n(n-1)/2 (s.o.) geteilt durch die Kleinstsumme der Unverdaulichkeiten nenne
ich die spezifische Harmonizitdit der Optimalstimmung der Tonhéhenmenge.
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21 Harmonik 6 — Tonhohenrationalisierung an praktischen Beispielen

Bei der Stimmung der einoktavigen Durskala ergibt sich bei einer Mindestharmonizitit
(MH) von z.B. 0,04 und einer Nenntoleranz (NT) von z.B. 50 Ct folgende vier fiir am
harmonischsten befundene Stimmalternativen (SA) fiir jede der 8 Tonhdhen

11 9/8 5/4 4/3 3/2 5/3 15/8 21
80/81 10/9 81/64 27/20 40/27 27116 243/128 81/40
81/80 8/7 56/45 2116 243/160 128/75 256/135  160/81

63/64 35/32 32/25 48/35 32/21 12/7 40/21 63/32

Nach 656Imaliger Prifung aller 28 Intervallverbindungen der 3 besten
Stufenkandidaten (3%=6561) wihlt der Rechner die Stimmkombination 1/1 9/8 5/4 4/3
3/2 5/3 15/8 2/1, eine seit sehr langem bekannte und allgemein akzeptierte Losung —
s. I'1 3a. Die spezifische Harmonizitdt dieser Stimmung betrigt 0,2252.

Bei der harmonischen Mollskala wird unter gleichen Bedingungen folgende, ebenfalls
geldufige Stimmkonstellation fiir optimal befunden: 1/1 9/8 6/5 4/3 3/2 8/5 15/8 2/1.
Hier betrigt die spezifische Harmonizitdt 0,2032.

Die einoktavige pentatonische Skala (C D E G A ¢ von C aus) wird wie folgt
festgelegt: 1:1 9:10 4:5 45:64 5:8 9:16 1:2 (spezifische Harmonizitit 0,1615).

Interessant ist die sogenannte Bohlen-Pierce-Skala (BP-Skala), bei der die reine
Duodezim (1:3 oder 1902 Cent) in 13 gleiche Intervalle geteilt wird. Die Centwerte der
einzelnen Stufen sind also 0 146 293 439 585 732 878 1024 1170 1317 1463 1609 1756
1902. Eine Rationalisierung dieser Skala ergibt — je nach MH und NT — verschiedene
Stimmungen (es wurden aus Rechnerzeitgriinden nur zwei Stimmalternativen
untersucht). MH 0,03-0,04 und NT 40-50 ergab 1:1 32:35 5:6 7:9 32:45 2:33:55:91:2
7:15 32:75 2:5 9:25 3:1 bei einer spezifischen Harmonizitit von 0,12. Die
Abweichungen von den Sollwerten betragen hierbei 0 +9 +23 -4 +5 -30 +6 -6 +30 +2
+12-23 +13 und O Cent. Die MH 0,05 und NT 0,01-0,03 zeigt Schwierigkeiten bei der
Erteilung der Briiche: auf Grund des — durch den Konflikt zwischen hoher
Harmonizititsschwelle und niedriger Toleranz entstehenden — Mangels an
Moglichkeiten werden die 1. und 2. Stufe gleichgestimmt, wie auch die 8. Und 9. Erst
bei NT 0,04 werden -eindeutige Rationalisierungen ermittelt, wobei die
Centabweichungen erwartungsgemall im Schnitt noch hoher liegen. Die géngige, aus
3:5:7-Ketten zusammengesetze Reinstimmung der BP-Skala ist 1:1 25:27 21:25 7:9 5:7
49:75 3:5 5:9 25:49 7:15 3:7 25:63 9:25 1:3. Obwohl hier die Centabweichungen
allgemein deutlich niedriger liegen als bei der obigen Rationalisierung, wurde jene
wegen der intrastufigen Stimmigkeit gewahlt.
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Die bisherigen Ergebnisse konnen in grofBerem Detail in T2 9a ersehen werden. In T2 9b
werden die Zahlenverhiltnisse sowie Harmonizititen der 78 Intervallverbindungen
zwischen den 13 Stufen einer zwolftontemperierten Oktav gezeigt; diese Beststimmung
entspringt folgenden Voraussetzungen — MH: 0,04, NT: 40 Cent, SA: 2. Diese Methode
wird auch an den 14 Stufen einer in dreizehn gleiche Intervalle geteilten Oktav
angewandt. Gleiche MH (0,04), NT (40 Cent — s. auch den letzten Absatz unten) und
SA (2) ergeben ein Stimmungsnetz, das sich auch in T2 9b befindet.

Vergleiche unter den Ergebnissen unterschiedlicher MH und NT wurden auch an diesen
zwei gleichtemperierten Skalen vorgenommen, wie in I'30 veranschaulicht. Angestrebt
war eine Art Landschaft, in der die Relevanz einer Stimmldsung durch deren
Verbreitung iiberschaubar gemacht werden konnte. Zu diesem Zwecke entwickelte ich
eine kompakte graphische Darstellungsmethode fiir Rationalisierung sowie Centgrofe,
Ratioglyphen, die das Schema in I'30a (anhand von 2:3, 15:16 und 32:45 sowie 16:21,
128:243 und 24:35) erklért: die obere Hilfte stellt die Primpotenzen an einem ,Stamm®
dar, an dem die Primzahlen aufwérts angekniipft sind, deren Potenzen als horizontale
,Astlinge® nach links (fiir negative Potenzen) und umgekehrt angegeben sind. Bei
Uberlinge darf der Ast platzsparend in die Vertikale ausweichen. Die untere Hilfte gibt
die IntervallgroBe in Cent an, und zwar erst in Hunderten und dann — als Abweichungen
von diesen — in Zehnern und Einsern. Dadurch erhélt jedes gestimmte Intervall durch
seine Ratioglyphe eine prignante, erlernbare Gestalt.

Dazu entwickelte ich mit gdngigen Zeichen eine Schreibweise flir Notennamen, aus der
die intervallische Herkunft der daran haftenden Tone ersichtlich wird: eine Zahl rechts
gibt die Quintenanzahl (z.B. % oder 3 fiir nach oben oder unten), ein Akzent die Terzen
(" nach oben, " nach unten), ein Fragezeichen die Septim an (? nach oben, ¢, nach unten
— s. Folgendes). Der Ton ¢f" ist daher (Q)+Q-T-S (oder 2/1 x 3/2 x 4/5 x 4/7 = 48/35
oder 547 Ct) iiber C (S meint die Naturseptim 4:7). Bei mehreren Terzen bzw.
Septimen wird das Zeichen entsprechend oft wiederholt, z.B. ** oder ??.

Zuriick zu den Ratioglyphen: bei beiden Skalen ragt jeweils eine besondere
Stimmlosung hervor, die sich durch ihre Verbreitung als die plausibelste empfiehlt: in
I'30 eingerahmt, gilt sie bei der 12-Ton-Skala von NT=40 bis 60, bei der 13-Ton-Skala
um NT=40 (hier scheint eine hohere NT unangebracht; letztendlich wiirden bei
geniigender NT alle Tone zur Oktav und Quint bestimmt!). Die multidimensionale
Skalierung (MDS) dieser beiden Optimalstimmungen zeigt jeweils ein Feld, in dem die
Tone nach Harmonizitit eingeteilt sind — je ndher zwei Noten zueinander sind, desto
harmonischer ist das zwischen ihnen liegende Intervall. Diese MDS-Felder konnen als
,Landkarten zur harmonischen Modulation‘ betrachtet und fiir n-Limit-Systeme
angelegt werden (merke z.B. die familidre Gruppierung der ?- bzw. ¢-Tone in der MDS
von T'30b).
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22 Metrik 1 — Zur Quantizifierung von Metrik

Die rhythmische Organisation von Musik zeigt im Allgemeinen eine mehr oder minder
starke Anlehnung an ein innerlich hierarchisches Metrum, ein Raster von regelméfBigen
aber akustisch unterschiedlich aktivierbaren Zeitpunkten. Die Schichtung eines
Metrums, dessen innere akustische Hierarchie multiplikativer Art ist, wird am Beispiel
eines 12/16-Takts in T'31a veranschaulicht: diese Taktart weist die Schichtung 2x2x3
auf. Untersucht man sie in weiterer Tiefe iiber 32tel, 64tel usw., so liele sich die
angegebene geometrische Folge mit einer stetigen Zweiteilung fortsetzen:..x2x2x2x2..;
die Stelle der letzten Zahl der Folge, die nicht 2 ist, bestimmt die Ordnung des Metrums
— demzufolge ist 12/16 ein Metrum dritter, 6/8 [=2x3] zweiter, 3/4 [=3(%2x2...)] erster
und 4/4 nullter Ordnung.

Unabhéngig von der Ordnung des Metrums zeigen dessen einzelne aufeinanderfolgende
Pulse auf jeder Ebene der Schichtung eine unterschiedliche metrische Relevanz auf.
Auf seiner ersten Ebene weist ein 12/16-Takt zwei Schldge als punktierte Viertelnoten
auf, einen metrisch stirkeren gefolgt von einem metrisch schwécheren. Bei den
folgenden Ebenen mangelt es an sprachlichen Deskriptoren geniigender
Differenziertheit — die Auswertung der Pulsstirke der schon auf der zweiten Ebene
vorhandenen vier punktierten Achtelnoten macht die Einfiihrung von Zahlen nétig (hier
bedeutet ,Schlag* dasselbe wie die allgemeine Bezeichnung ,Puls® nur auf den obersten
zwei Ebenen).

Die unterschiedliche akustische Aktivitdt der Pulse eines Metrums — im einfachsten
Falle werden sie angeschlagen oder ausgelassen — erzeugt einen das Metrum mehr oder
weniger unterstiitzenden Rhythmus, d.h. die metrische Feldstdrke kann dadurch erhoht
oder gesenkt werden, wobei der Rhythmus zwischen metrisch (mit klar erkennbarem
Grundschlag) und ametrisch (ohne erkennbaren Grundschlag) variiert. Dies kann durch
die Erfassung und Einsetzung der Pulsstidrke derart erfolgen, dass zur Unterstiitzung des
Metrums die stirkeren Pulse hiufiger als die schwicheren vorkommen; in einem
ametrischen Rhythmus wiren Pulse aller Stirken gleich hiufig. Analogerweise kann in
einer Tonhdhenskala die tonale Feldstirke oder ,Tonalititsgrad® beeinflusst werden,
und zwar durch die Hiufigkeit der Skalentone, basierend auf der Harmonizitdt der
Intervalle zwischen den Tonen und einem beliebig zu benennden Grundton oder
,Tonika‘. T'31c stellt die Relation Feldstirke«>Héufigkeit der Elemente (Pulse eines
Metrums, Tone einer Skala) als Gerade variabler Steigung dar.

Es bleibt noch, auf die — geniligend differenzierte — Erfassung der Pulsstéirke
einzugehen: dies impliziert die Ermittlung einer einmaligen Wertung fiir jeden Puls des
Metrums, so dass keine zwei Pulse als gleich stark empfunden werden. Diese
Differenziertheit vermisste ich bei diversen Ende der 1970er Jahre vorliegenden
Systemen und nahm mir daher vor, eine eigene passende Methode zu suchen.
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1978 konnte ich eine Formel entwickeln, die fiir jeden Puls auf jeder Ebene eines
multiplikativen Metrums jeglicher Ordnung eine Pulswertung (Unverzichtbarkeit, wie
ich sie nenne) errechnen ldsst; die Werte nach dieser Formel fiir die sechs Achtelnoten
eines 3/4-Takts sind 5 0 3 1 4 2, die fiir einen 6/8-Takt sind 50 2 4 1 3. Beide
Zahlenfolgen zeigen die stirkste Betonung auf der ersten Achtelnote; die zweitstdrkste
liegt bei 6/8 auf der vierten, bei 3/4 auf der fiinften Achtelnote. Hier sind die
Unverzichtbarkeiten der zwolf Sechzehntelnoten der dritten Schichtungsebene der
Takte 3/4, 6/8 und 12/16:

34 (3x2x2): 11 0 6 3 9 1 72 4 10 2 8 5
6/8 (2x3x2): 11 0 6 2 8 4 10 1 7 3 9 5
12/16 (2x2x3): 11 0 4 8 2 6 10 1 5 9 3 7

Auch die Werte fur die erste und zweite Ebene sind hierin enthalten: um sie ersichtlich
werden zu lassen, subtrahiere man von der Unverzichtbarkeit die Differenz zwischen
der Pulsanzahl auf der hier gezeigten und jener auf der erwiinschten Ebene und behalte
nur die positiven Zahlen, z.B. bei 3/4 (Pulsanzahl der gezeigten 3. Ebene = 12):

1. Ebene (Pulsanzahl 3: subtrahiere 12-3 = 9): 2 ---0---1---
2. Ebene (Pulsanzahl 6: subtrahiere 12-6 = 6): 5-0-3-1-4-2-

Man merkt: auf allen Ebenen ist die Unverzichtbarkeit des ersten Pulses stets eins
weniger als die Pulsanzahl, die des zweiten stets null. Die Relevanz der
Unverzichtbarkeitswerte kann durch einen sogenannten Verdiinnungsprozess
veranschaulicht werden: wenn die ,verzichtbareren® Anschlige auf der anfangs
anschlagsmifig gesittigten x-ten Ebene eines Taktes nach und nach entfernt werden, so
bleibt der Eindruck der Taktart immer gut erhalten, wie z.B. in der vorletzten Zeile der
in I'31b gezeigten Takte 3/4 und 6/8.

Die Unverzichtbarkeitsformel ist fiir sukzessive Unterteilungen eines Taktes durch
beliebige Primzahlfaktoren bestimmt. Voraussetzung bei jedem dieser Faktoren ist eine
Folge von Grundunverzichtbarkeiten fir eine Taktebene mit der entsprechenden Prim-
anzahl von Pulsen, z.B. fiir 2 die Folge 1-0, fiir 3 die Folge 2-0-1, fiir 5 die Folge
4-0-3-1-2 usw. Bei einem Takt mit der Schichtung pixp;xpsx...xp, ist die
Unverzichtbarkeit ¥(n) des n-ten Pulses durch die Formel in F32a gegeben (die Folge
der Primzahl-Grundunverzichtbarkeit ist durch die Funktion ¥(x) angezeigt, wobei x
dem in runden Klammern gefassten Teil der Formel entspricht).

Die Primzahl-Grundunverzichtbarkeiten ¥ kénnen nach eigenem Ermessen oder durch
die Formel in F32b erstellt werden; Grundlage fiir ihre Bemessung ist hier die Folge
der Unverzichtbarkeit fiir eine Taktebene mit einem Puls weniger, in der die obersten
Teiler die groBten sind (z.B.: um ¥ fiir einen Zyklus von 23 Pulsen zu ermitteln, werden
zuerst die Werte nach der Y-Formel fiir 22 Pulse errechnet, wobei 22 als 11x2 dargelegt
wird; die Werte fiir 11 Pulse basieren auf denjenigen fiir 10, als 5x2 zu verstehen,
usw.).
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23 Metrik 2 — Zur Messung metrischer Kohérenz

Bei der Suche nach einer Methode zur Bestimmung der Ahnlichkeit zwischen zwei
Metren unterschiedlicher Schichtung und Geschwindigkeit konnte ich die Ermittlung
der Unverzichtbarkeit befriedigend einsetzen. Zum Beispiel wird ein 2x2x3-Metrum im
Ganztakt-Tempo &20 mit einem 3x5-Metrum im Ganztakt-Tempo &116 verglichen:
die Kleinstpuls-Tempi sind mit &240 gleich; auch sind 5 Takte des ersten Metrums
gleich lang wie 4 Takte des zweiten (jeweils 60 Kleinstpulse). Also lege man, Puls fiir
Puls, eine fiinfmal durchgenommene Unverzichtbarkeitsfolge flir 2x2x3 Pulse einer
viermal durchgenommenen Folge fiir 3x5 gegentiber, wie in I'33a abgebildet. Wenn die
beiden Metren keine gleichschnellen Kleinstpulse aufweisen, so miissen deren
Schichtungen durch weitere Teiler solange in die Tiefe fortgesetzt werden, bis dies der
Fall ist; z.B. werden ein 2x5-Metrum bei Takttempo &50 (Kleinstpulstempo &500)
und ein 3x2-Metrum bei &60 (Kleinstpulstempo &360) auf 2x5x3x3x3x2 bzw.
3x2x5x5 erweitert, weil das Kleinstpulstempo beider Metren nun gleichermallen
A9000 betriigt. Auch hier werden den groBeren Teilern die oberen Ebenen zugeteilt
und die kleineren nach hinten geschoben (z.B. die Erweiterung des 2x5-Metrums ist
x3x3 x3x2 nicht x2x3 x3x3 oder x3 x3x2x3).

Die beste Methode, die ich zur Ermittlung metrischer Ahnlichkeit finden konnte, war,
fiir jeden Puls die nach einem der Metren bemessene relative Unverzichtbarkeit
(Nennwert geteilt durch Hochstwert, d.h. durch Pulsanzahl minus eins) mit derjenigen,
die nach dem anderen bemessen wird, zu multiplizieren und die Summe aller Produkte
festzustellen, Zusammenfille stirkerer Pulse wirken begiinstigend auf die
Gesamtsumme, und zwar noch besser, wenn die Produkte der relativen
Unverzichtbarkeit noch vor der Addition quadriert werden. Es stellt sich heraus, dass
das durchschnittliche Produktquadrat (nennen wir es , 2> °) grof3er ist fiir offensichtlich
verwandtere Metren (z.B. fiir 2x3 und 3*2 in gleichem Takttempo: 0,3245) als fiir
unverwandtere (z.B. fiir 2x2x3/&20 und 3x5/&16: 0,1573). Bei diesem Verfahren
passiert es, dass bei den unverwandtesten Metren das = gegen '/s tendiert (es stellt
sich heraus, dass das B> aller Paare von Zahlen kleiner oder gleich N ist
N*/9+N*/3+13N2/36+N/6+1); also tendiert 9#=>-1 im genannten Fall gegen null. Mit der
halben negativen Umkehrung des natiirlichen Logarithmus von (2F>-1)/3,5 (3,5 ist die
hochstmogliche 9F2-1 zwischen zwei 2x2 Metren gleichen Tempos) habe ich
schlieBlich eine Skalierung gefunden, die mir am {ibersichtlichsten und am
iiberzeugendsten wirkt; dieser Koeffizient ist in der Formel in 34 definiert.

T35a ist eine Tabelle der errechneten metrischen Ahnlichkeiten der vier dreischichtigen
Metren bis zu dritter Ordnung, deren Pulsanzahl 12 nicht {ibersteigt (2x2x2, 2x2x3,
2x3x2, 3x2x2); die Tempoverhéltnisse sind hier durch Kombinationen der Ganzzahlen
1 bis 3 bestimmt. Ein Blick auf den ersten Wert in dieser Tabelle — 0,46382 als
metrische Ahnlichkeit zwischen einem 2x2x2-Metrum und sich selbst — zeigt, dass das
Wort ,Ahnlichkeit® ein Problem aufwirft; hier sollte sich sicherlich eine Identitit oder
Gleichheit vorfinden, die mit dem Wert 1,0 plausibler auszudriicken wire. Die Identitét
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zwischen [3%x2x2] und sich selbst wird (in derselben Tabelle) jedoch mit 0,41454
benotet — man sieht hierdurch, dass diese Bewertung im Allgemeinen auch die
metrische Einfachheit beriicksichtigt — [2x2%2] ist ja einfacher als [3%2%2]. Aus diesem
Grund habe ich beschlossen, diese die Zusammengehorigkeit zweier Metren und jene
interne Zusammengehorigkeit von deren Pulsen verbindende Eigenschaft metrische
Kohdirenz zu nennen. Die eigentliche ,Ahnlichkeit* ist nur bei einem Reihenversuch zu
ermitteln, wobei eines der Metren allen Vergleichen gemeinsam bleibt: die bei der
Gegenliberstellung dieses festen Metrums mit einem anderen Metrum errechnete
Kohédrenz geteilt durch die Kohdrenz des festen Metrums mit sich selbst (die
Autokohdirenz) ergibt die metrische Ahnlichkeit; so betriigt diese bei zwei gleichen
Metren 1, der Wert der Identitdt.

Zu der Zeit, als ich die Formel fiir metrische Unverzichtbarkeit entwickelte, habe ich
auch eine Formel fiir die Harmonizitdt von Tonhdhenintervallen erstellt, die jedem
rationalen Frequenzverhdltnis P:Q einen Koeffizienten fiir dessen Harmonizitit
zuordnet. Bei harmonisch ,starken Intervallen wie der Oktav 1:2 und Quint 2:3 ist
dieser Wert hoher als bei ,schwicheren® wie dem Tritonus 32:45. Wiirde man eine
horbare Tonhdhe als eine duflerst rapide Folge von Pulsen betrachten, deren Tempo
durch die Frequenz angegeben wird (ich nenne dies die Frhyquenz, die ,Rhythmus-
Frequenz‘), so wire die Harmonizitét eine Art ,mikrometrische Kohérenz‘! Die Tabelle
in T35b zeigt die metrische Kohédrenz von 32 verschiedenen Taktpaaren gleichen
Takttempos; zum Vergleich sind die Harmonizititen der entsprechenden
Tonhdhenintervalle angefiihrt. Die zwischen ihnen befindliche Parallelitit wird in
grafischer Form noch ersichtlicher — s. T'33b. So wirft sich die Frage auf: ,Ist die
Harmonik ein Spezialfall der Polymetrik?‘.

Diese = Bewandtnis regte mich zur Anwendung der Methode der
Tonhohenrationalisierung auch auf die rhythmische an. Ein dem Rechner aus einer
vorliegenden Partitur per Hand durch eine MIDI-Tastatur eingespielter, in
Millisekunden gespeicherter Rhythmus (bedacht waren Anfangszeitpunkte der
angeschlagenen Noten) wurde in Centwerte wie folgt umgerechnet: eine willkiirlich
gewihlte Zeiteinheit wurde einem willkiirlichen Centwert zugeordnet; nach der Formel
zur Umrechnung von Frequenzquotienten in Cent wurden jede gemessene Deltazeit (die
Zeitdifferenz zwischem einem Ereignis und dem folgenden) in Cent umwandelt — so
wurde eine Zeit, die doppelt so lang war wie die Grundzeiteinheit durch -1200 Ct, eine
halb so lange durch +1200 Ct vertreten. Die so entstandene Tonhdhenmenge wurde
dann nach der Harmonizititsmethode (mit den Parametern MH, NT sowie
Stimmalternativen) rationalisiert und dann in Rhythmus zuriickumwandelt. Die
Ergebnisse waren durchaus zufriedenstellend: sogenannte N-tolen (wie Triolen und
Quintolen) sowie punktierte Rhythmen wurden an deren von der Partitur vorgesehenen
Stellen gebracht, obwohl die Einspielung alles andere als prézise war.

47



24 Mathematik 6 — Stochastische Analyse und Synthese

Als héufigster Buchstabe der deutschen Sprache gilt E — durchschnittlich soll es 18%
aller Buchstaben ausmachen. Danach folgen N mit etwa 11% sowie I, R, S, A und T mit
von 6-8% Haufigkeit. Die verbleibenden Buchstaben sind seltener, mit J, Y, X und Q als
Schlusslichter (Umlaute, Eszet und Leerzeichen werden hier nicht beriicksichtigt).
Andere Sprachen weisen andere Héufigkeiten auf. Wiirde ein Text zufillig, bei
Einhaltung nur dieser Eigenschaft der Buchstabenhdufung erzeugt, so konnte er so
aussehen:

...DEASSBLANELTEDRDAFNEIEENNGTNDHEHEDGANNDRREAIN...

Das sieht nicht sehr nach deutsch aus; die relative Hiufigkeit der Buchstaben ist
zufriedenstellend, nicht aber deren Reihenfolge. Es sollten daher nicht isolierte
Buchstaben, sondern deren Kombinationen gezdhlt werden, z.B. Bigramme, d.h. alle
Buchstabenpaare wie AA, AB, AC, ... BA, BB, BC usw., wobei am héufigsten EN, ER,
CH, DE, ND, [E und El vorzufinden sind. Lingere Ketten, Trigramme (wovon die
haufigsten interessanterweise EIN, ICH, NDE, DIE, UND und DER sind), fiihren zu noch
getreueren Synthesen. T36a zeigt die Statistik sdmtlicher Zeichen sowie der hdufigsten
Bigramme des vorliegenden Kapitels; die Anzahl der Erscheinungen sind links vor dem
,x* angegeben.

Ketten von Elementen, wie hier Buchstaben, oder sonst Zeichen allgemeiner Art,
wurden zu Beginn des 20. Jahrhunderts vom Mathematiker Andrei Andrejewitsch
Markoff (1856-1922) wie oben geschildert statistisch untersucht; in dem
Zusammenhang heilen sie daher Markoff-Ketten. Je linger die Kette, d.h. je hoher
deren Ordnung, desto mehr Information liefert sie {iber das allgemeine Verhalten der
Elemente und desto ndher befindet sich eine Resynthese der Originalquelle. T36b listet
zu oberst einen Ausschnitt aus einem Satz iiber Markoff. Darunter befinden sich vorerst
acht Resynthesen des Textes, den Markoff-Ordnungen 1 bis 8 entsprechend; der
langsame Ubergang vom Kauderwelsch der Ordnung 1 iiber das schon Sprechbare der
Ordnung 2 zum deutschsprachigen Unsinn der Ordnung 3 ist deutlich. Danach folgen
bloB sprachliche Verbesserungen.

An sich ganzzahlig, sind reellzahlige Ordnungen wie folgt auch realisierbar: man
nehme bei einer reellen Ordnung G+B (wobei G eine ganze Zahl und B ein Bruch ist)
100(1-B)% der Bewertungen auf der Ordnung G und 100B% auf der Ordnung G+1 vor,
z.B. bei Ordnung 2,2 (G=2, B=0,2) sind 80% der Synthesen auf Ordnung 2 und 20% auf
Ordnung 3. T36b zeigt zum Schluss vier weitere Synthesen bei Ordnungen zwischen 2
und 3 — auch hier ist ein langsamer sprachlicher Ubergang wahrnehmbar.

Fiir die oben beschriebenen Synthesen wurden im Originaltext alle Ketten der Lange 1
bis 8 ermittelt, die — dhnlich T3 6a — in T3 6¢ zu sehen sind.
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Musikelemente, z.B. Noten, konnen auf Markoffsche Weise analysiert und
resynthetisiert werden. I'37a zeigt ein Fragment einer Bach-Invention im Original
sowie in Markoffscher Resynthese der Ordnung 1-8: auch hier ist ein allmdhlich
abnehmendes ,Chaos‘ vernehmbar. Die Phrase wurde in 32 einzelnen 16.-Noten
aufgelistet, und zwar staccato (im Notenbeispiel zu legato ausgebiigelt), wobei ,-° die
Pausen angibt:

~-C-D-E-F-D-E-C-G---C'---HAH-C'---

ZahlenmiBig sind die Téne C-C'2221 1122 plus 19 Pausen. Von diesem ausgehend
verlduft die Synthese 1. Ordnung so:

D-HA-E-H-EHC'---EE-D-EEHF--H--F--

Hier zédhlen die selben acht Tone 02 6 20 1 5 1 plus 15 Pausen; die Haufigkeits-
Abweichungen vom Original werden im weiteren Verlauf der Resynthese ausgeglichen.
Bei der 7. Ordnung ist das Original wiedererlangt.

Die Stochastik (vom griech. stochastikos = ,geschicktes Zielen‘ im Sinne von ,gekonnt
erraten‘) ist das Studium der Wahrscheinlichkeit zufallsabhidngiger Ereignisse. 1957
fihrte der Komponist Iannis Xenakis (1922-2001) bei statistischen
Klangberechnungen den Begriff Stochastische Musik ein.

Die zur Komposition einsetzbaren Wahrscheinlichkeitswerte sind nicht nur aus schon
bestehender Musik zu gewinnen; hdufiger ist der Ausgangspunkt ein musiktheoretischer
oder ein kompositorisch erwogener. I'37b schildert einen Fall, in dem eine Folge von 9
Wahrscheinlichkeitsvorgaben in Noten {ibersetzt werden. Grafik 1 oben links zeigt
einen Strich in voller Liange bei MIDI-Note 76 (e", x-Achse), einer 100%igen
Wahrscheinlichkeit fiir diese Tonhohe entsprechend, welches im Takt 1 des Notenbilds
unten links bestitigt wird. Grafik 9 zeigt Gleiches fiir MIDI-Note 66 (fi'): —s. Takt 9.
Dazwischen zeigen die Grafiken variierende Wahrscheinlichkeiten fiir die Noten vom
e" bis fi': eine glockenformige Woge erscheint von rechts, sich dabei nach links
verschiebend, wo sie verschwindet. Den dort angezeigten Wahrscheinlichkeiten
entsprechend (die Summe aller Werte in jedem Bild wird stets auf 100% gerechnet)
wurden die unten stehenden Noten erzeugt; je hoher die Wahrscheinlichkeit, desto
hiufiger ist generell die entsprechende Tonhohe. Allerdings miissten die einzelnen
Takte viel linger sein, um die tatsdchlich vorgeschriebenen Wahrscheinlichkeiten in
den Noten gut einzuhalten; jedenfalls zeigt das Notenbild eine von e" bis fi' — den
Grafiken entsprechend — langsam sinkende Tonfolge.

Verschiedene Methoden konnen mittels eines Computers zur Erzeugung stochastischer
Musik eingesetzt werden; am einfachsten ist es, den Bereich von O bis 1 in gleich viele
Zonen wie zu verteilende Elemente zu teilen, wobei die Breite einer Zone zur
entsprechenden Wahrscheinlichkeit proportional ist (fiir 50% stiinde eine Zone von z.B.
0,23 bis 0,73) — danach werfe man zwischen O und 1 erzeugte Zufallszahlen in den so
aufgeteilten Bereich und notiere die Zone, in die sie fallen — s. die Pentatonik in T'37c.
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25 Akustik 5 — Spektralanalyse und -synthese

Entsteht eine Schallwelle durch mehrere gleichzeitig iiberlagerte Sinusschwingungen,
so nimmt sie die Form der Summe dieser Sinuskurven an. I'38a zeigt zwei Kurven im
Oktavenverhiltnis, an den Periodenlédngen ersichtlich. Auch die Amplituden sind im
1:2-Verhiéltnis — die langsamere Kurve schlidgt doppelt so weit aus wie die schnellere
(das Spektrum unten zeigt teiltonbezogen die Amplitude bzw. den Schalldruck an). Die
fette Summenkurve ist durch die Periodizitit der Komponenten selbst periodisch.
Spektren kdnnen auch die Schallintensitit oder den dB-Pegel angeben.

I'38Db stellt ein etwas reichhaltigeres Spektrum dar — hier sind fiinf Teiltone vorhanden,
die frequenzmiBig als 1:2:3:4:5, amplitudenmaBig '/1: '/2: '/s: '/a: '/5 zueinanderstehen.
I'38c geht mit 25 Teiltonen weiter; auch hier weist der n-te Teilton die Frequenz nF
und die Amplitude A/n auf, wobei F bzw. A die Frequenz bzw. Amplitude des ersten
Teiltons, des Grundtons sind. Die auffdlligen Stufen sind im Vergleich zu I'38a und
I'38b kleiner aber zahlreicher geworden, ein Prozess, der bei weiterer Fortsetzung in
die Kurvenform in I'38e iibergeht (aufgrund ihrer Gestalt eine Sdgezahnkurve genannt).

Die Fourier-Analyse — nach ihrem Erfinder, dem Mathematiker Jean-Baptiste Joseph
Fourier (1768-1830) genannt — entknéuelt die einzelnen Sinuskomponenten einer wie
oben zusammengesetzten periodischen Kurve: als Eingabe dient eine Kurvenperiode,
als Ausgabe erhdlt man u.a die Amplitude der Komponenten. Das Spektrum in I'38e
zeigt, dass die abgebildete Sdgezahnkurve der Summe der ersten 500 Teiltone mit
Amplitude A/n entspricht, dass die in T'38f befindliche Rechteckschwingung die
Summe nur ungeradzahliger Teiltone mit Amplitude A/n  darstellt; die
Dreiecksschwingung in T'38g besteht ebenfalls nur aus ungeradzahligen Teiltonen —
jedoch sind hier die Amplituden quadriert (sie betragen /i, 'o, '/2s usw. mal die
Grundamplitude) und: die Phasen von Teilténen Nr. 3, 7, 11 usw. sind umgekehrt!
I'38h zeigt Spektrum und Schwingung aus der Amplitudenfunktion 1/&, wobei & der
von mir zur Messung von Harmonizitit (s. Kapitel 19) eingesetzen Unverdaulichkeits-
funktion entspricht — die ,verdaulicheren‘ Teiltone sind hier lauter.

So lassen sich harmonische (frequenzméBig in ganzzahligen Verhéltnissen) Spektren
aller — sogar nichtperiodischen (s.u.) — Schallwellen errechnen. Unter den Varianten der
Fourier-Analyse gibt es die sehr gebrduchliche Diskrete Fourier-Transform (DFT), die
in Zeitfenstern, einer hypothetischen Periodenlénge entstprechend, erfolgt (es gilt N=8/f,
wobei N die pro Zeitfenster analysierten Samples, R die Abtastrate und f die spektrale
Grundfrequenz sind). Schallwellen aller Art konnen mittels eines willkiirlich gewéhlten
Grundtons analysiert werden, dessen Spektrum von einem Zeitfenster zum nichsten
errechnet wird. Die Hohe dieses Grundtons bestimmt die Dichte der Information im zu
untersuchenden Frequenzbereich: ist der Grundton nur knapp darunter, so konnten
dessen Teiltone im besagten Frequenzbereich zu weit auseinander liegen. Wichtig ist
vor allem zu wissen, das das ermittelte Spektrum amplitudenmifBig eine absolute
Tonhohengiiltigkeit besitzt, mehr oder weniger unabhéngig vom Grundton.
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Die in I'38d abgebildete Kurve besitzt ein Sdgezahnspektrum, obwohl sie optisch nicht
so anmutet — im Gegensatz zu allen bisherigen Beispielen sind die Teiltone hier
phasenungleich, d.h. die Sinuskomponenten setzen zu Beginn der Periode bei
unterschiedlichen Winkeln an, obwohl das klingende Resultat dem phasengleichen
Sdgezahnklang auch klanggleich ist; auch hier ermittelt eine DFT das Spektrum. Beim
Anhoren von Kléngen verfiahrt das menschliche Ohr dhnlich; einzelne Teiltone konnen
—unabhingig von der Phase — durch sorgféltiges Zuhoren herausgehort werden.

Auf diese Weise ist der von einem Fagott gespielte Ton g' (392 Hz) analysiert und in
I'38i-1 dargestellt worden; zu sehen — mit Splines verbunden — sind die relativen
Amplituden (%) bzw. die Lautstiarkepegeln (dBu). Nach dem 12. Teilton (4704 Hz) sinkt
der Pegel unter -30 dBu bzw. 3,2%-ige Amplitude und wird hier nicht mehr angegeben.

Die Fourier-Synthese, auch additive Synthese genannt, ist die umgekehrte, hier zu
Beginn geschilderte Methode zum Aufbau von Schallwellen; sie eignet sich nicht fiir
Gerédusche. Wird z.B. ein synthetischer Klavierklang angestrebt, so werden Spektren
sukzessiver Perioden der Schallwelle eines bestimmten Klaviertons fourieranalytisch
ermittelt und digital gespeichert. Da der Klang (vor allem direkt nach Anschlag) kein
zeitlich statischer ist, werden mehrere Perioden bis zu einer Dauer von etwa 0,3-0,4
Sekunden (etwa 100 Perioden beim C') analysiert; dabei miissen nicht die Spektren aller
Perioden einzeln gespeichert, sondern kénnen in Zeitfenstern von z.B. 10 ms additiv
zusammengefasst sein. Nach diesem simulierten Anschlag kann der Ausklang durch die
lautstarkenméBig allméhlich ausgeblendete schleifenmiflige Wiederholung der letzten
Perioden des Tonanfangs realisiert werden. Um mdglichst naturgetreue Ubergiinge der
Klangfarbe herzustellen, wird dieses Verfahren bei ausreichend vielen Grundtonh6éhen
wiederholt, und zwar angemessenerweise im Abstand von bis zu einer groflen Terz.
Bei 22 Grundtonhéhen (7 Oktaven) x 30 Zeitfenster (300 ms) x (sagen wir) 50
Teiltonen kdmen 33000 Zahlen zustande, die bei beispielsweise je 16 Bit eine
Speicherkapazitit von etwa 66 Kilobyte benotigen. Aus diesem Material konnen dann
aus komponierten Tonhdhen und Lautstirken Schallwellen ldngerer Dauer berechnet
und von digital zu analog umgewandelt werden; diesem (libersimplifiziert hergestellten)
,Klavierklang‘ fehlen jedoch die typischen, vornehmlich vom Hammeranschlag
gepragten Gerduschanteile.

I'38m stellt eine per Hand gezeichnete Wellenperiode dar, deren Fourieranalyse bis
zum 99. Teilton in T39 gezeigt wird. Diese Analyse bildet die Basis einer Resynthese,
mit 6, 16 und 75 Teiltonen in I'38n-p gezeigt; es ist nicht zu ilibersehen, wie die
urspriingliche Gestalt mit zunehmender Teiltonanzahl nach und nach wiederhergestellt
wird.
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26 Akustik 6 — Klangsynthese: Frequenzmodulation und Phasenverzerrung

In der Friihzeit Elektronischer Musik, um 1952 maligeblich von den Komponisten
Herbert Eimert (1897-1972) und Karlheinz Stockhausen (1928-2007) eingeleitet,
wurde die analoge Klangerzeugung vornehmlich mit einfachen Tongeneratoren
bewerkstelligt (meistens boten diese nur einfache Wellenformen wie Sinus, Sdgezahn
und Rechteck); dazu kamen u.a. Rauschgeneratoren und diverse klangverfremdende
(z.B. Ring-) Modulatoren. Auf digitalem Wege — durch Max Mathews (geboren 1926)
— konnte ab 1957 eine groflere Vielfalt an vorzuerrechnenden Klingen und Gerduschen
erzeugt werden, eine allerdings wegen der damals noch geringeren
Rechengeschwindigkeit sowie Speicherkapazitit recht aufwéndige Alternative. Heute —
nicht zuletzt durch die Einfiihrung von MIDI — umfasst das Gerdteangebot eine grofle
Vielzahl von Synthesizern und Samplern.

Die Samplertechnik — heute zur bedeutendsten Methode der Klangerzeugung avanciert
— ist denkbar einfach: fiir die befriedigende Wiedergabe z.B. einer bekannten Klangart
wie der Klavierklang iiber den kompletten bendtigten Umfang miissen etwa alle drei
oder vier Halbtone die Ttber Mikrophon aufgenommene, AD-umgewandelte
Originalschallwelle als Zahlenfolge (Samples) gespeichert werden. Wellen
dazwischenliegender Grundtonhdhen werden durch Interpolation simuliert. Um die
Speicherkapazitit bei lang anhaltenden Kléngen sparsamer zu niitzen, braucht nur der
zur Klangwiedererkennung wichtige Anfang (bis ca. 300-400 ms) abgespult zu werden;
der Rest kann dann aus ein paar typischen Perioden vom Ende dieses Anfangs geformt
werden, und zwar als eine sich wiederholende, von einer passenden Hiillkurve
amplitudenmiBig gesteuerte Schleife.

Wurden vor 1980 neue, bisher unbekannte Klangarten erwiinscht, so musste allgemein
auf Technologien wie errechnete, durch DA-Synthese realisierte Schallwellen gegriffen
werden, eine damals sehr zeitaufwéndige Angelegenheit. Auch setzte man die Fourier-
Synthese mit mehreren gleichzeitig klingenden Sinustongeneratoren in Echtzeit ein —
wegen der vielen, fiir die Teiltone eines Klanges benétigten Klangerzeuger nicht
unkompliziert — oder man war auf analoge Synthesizer angewiesen, die nach
festgelegten elektronischen Schaltungen ziemlich spezifische, doch zahlenméBig
begrenzte Klangarten zu erzeugen vermochten. Als relativ unaufwédndig dagegen
erwiesen sich in den 1980er Jahren entwickelte Methoden wie Frequenzmodulation
(FM) oder Phasenverzerrung (PD vom engl. Phase Distortion), bei denen aus
geschicktem Umgang mit relativ wenigen Tongeneratoren eine spektrale
Reichhaltigkeit erfolgte.
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Die 1973 von John Chowning (geboren 1934) verdffentlichte FM-Methode wird schon
seit ldngerem bei der Rundfunkausstrahlung eingesetzt: eine zeitlich leicht
schwankende Sinuswellenfrequenz kann als Frequenz/Zeit-Kurve analytisch ermittelt
werden. Sind diese Schwankungen den Windungen der tragenden Welle gegeniiber
relativ langsam, ist die Dekodierung préziser zu vollziehen: so funktioniert FM- (zu
deutsch UKW-) Radio, bei dem eine hohe Tréigerfrequenz (88-108 MHz) durch eine
viel langsamer vibrierende Schallwelle (20-20000 Hz) moduliert wird. Sind aber
Trager und Modulation frequenznah, so sind sie weniger deutlich auseinanderzuhalten —
durch ihre gegenseitige Beeinflussung entstehen spektrale Seitenbinder, die die
Klangfarbe bereichern. So konnte Chowning aus nur zwei Frequenzen mehrere weitere
erzeugen. Die Grundformel fiir eine FM unterworfene Kurve hat die Form
e=Asin(at+Isinpt), wobei e die Wellenabweichung von der Mittellage, t die Zeit, A die
maximale Abweichung (Amplitude), o und P die Perioden des Triagers bzw. der
Modulation sind; I ist der (die Amplitude beeinflussende) Modulationsindex. I'40b
zeigt eine mit 10 Hz modulierte Tragerwelle von 100 Hz bei Modulationsindex 0,2. Die
resultierende Welle (bei I'40a noch unmoduliert), zur Mitte hin ,ausgebeult‘, an den
Réndern ,zusammengedriickt® — welches erst bei hoheren Indizes sichtbar wird (bis
T'40h: Index 15) — zeigt bei Fourieranalyse anfangs symmetrisch bewegliche
Seitenbinder (die Teiltone sind als Vielfache von 10 Hz abgebildet); ab T40f
erscheinen in den negativen Frequenzbereich verschobene Bander im Positiven wieder,
aber dadurch mit dimpfender Wirkung auf andere auch vorhandene Frequenzen. Der
Amplitudenverlauf der Seitenbédnder werden auch mittels der nach dem Mathematiker
Friedrich Wilhelm Bessel (1784-1846) benannten Bessel-Funktionen berechnet, deren
Erklarung den Rahmen dieses Buches sprengen wiirde. die Bei gleicher Triger- und
Modulatorfrequenz entstehen bei Index 1 bzw. 10 die in T'401 bzw. k ersichtlichen
Kurven. FM kann kaskadiert werden: die Modulation kann selbst moduliert werden
usw. — der erste bekannte FM-Synthesizer, der Yamaha DX-7, setzte sechs auf 32
verschiedene Weisen miteinandergekoppelte Tongeneratoren ein.

Die Phasenverzerrung (PD) wurde ungefihr zeitparallel zur Entstehung der FM-
Klangsynthese von mehreren Forschern entwickelt — sehr einfach ausgedriickt, wird
hiermit eine Eingangskurve durch eine Tabelle geschickt, in der fiir jeden moglichen y-
Wert ein Ersatzwert angegeben wird. T'40m zeigt fiinf verschiedene Ergebnisse: die
links oben angegebene Ursprungskurve (hier immer eine Sinuswelle) wird der eins-zu-
eins-Korrelation in den grauen Feldern in der Mitte unterworfen (,Alt‘-Wert auf der x-
Achse gegen ,Neu‘-Wert auf der y-Achse): das verdnderte Resultat rechts ist in zwei
der Beispiele deutlich komplizierter, obertonreicher als das Eingangssignal. Eine
grundlegendere Form der PD-Synthese ist die Anwendung einer variablen Abtastrate
auf die Schallwelle (hier ist die Bedeutung der Bezeichnung Phasenverzerrung eher zu
suchen): auch hier ist es moglich, mit einfachen Mitteln komplexe Klinge zu erlangen.
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27 Akustik 7 — Klang und Gerdusch

I'38i-1 zeigen eine Anzahl paralleler senkrechter Linien, die auf der x-Achse die
Teiltonfrequenzen eines Fagott-Spektrums, auf der y-Achse deren jeweiligen
Amplituden bzw. Laustirkepegel angibt. Alle Teilton enthaltende Spektren, sowohl
harmonische, bei denen die Teiltone ganzzahlige Frequenzverhéltnisse bilden und daher
einer Obertonreihe zugewiesen werden konnen, als auch inharmonische, deren
Frequenzen von dieser abweichen (z.B. bei vielen Glockenarten), konnen so dargestellt
werden. Eine derart aus Teiltonen bestehende akustische Erscheinung wird ein Klang
genannt: dessen gezeichnetes Spektrum besteht nur aus parallelen Linien; bei einem
harmonischen Spektrum ist die Schallwelle periodisch.

Vergleichen wir dies mit dem in I'4 1a gezeigten Spektrum eines kriftig geschlagenen
Tamtams. Anstelle von parallelen Linien ist hier eine Hiillkurve zu sehen; die
Klangfarbe dieses Instruments, ein Gerdusch, enthédlt keine wahrnehmbaren
Sinuskomponenten. Was fiir Frequenzen enthélt ein solches Spektrum?

Es wird allgemein behauptet, dass ein von zwei Eckfrequenzen begrenztes Rauschband
,alle dazwischen liegende Frequenzen® enthalte, und dass ein jeder Punkt auf der
Hiillkurve die Amplitude der dort auf der x-Achse angezeigten Frequenz angebe. Jedes
auch so schmale Rauschband muss in dieser Vorstellung aus unendlich vielen
Sinustonen bestehen (denn fiir jedes Paar benachbarter Frequenzen gibt es noch eine
dazwischen), die sich entweder zu einer Schallwelle von unendlich groBer Amplitude
summieren lassen oder individuell einen unendlich niedrigen Lautstirkepegel (null)
aufweisen miissen.

Mit dieser Vorstellung kommt man nicht weiter. Hier wird gezeigt, dass Schallwellen
von Gerduschen stochastische Eigenschaften haben, d.h., dass sie mit Zufall und
Wahrscheinlichkeitsrechnung verquickt sind. T'41b zeigt in der Mitte 882 willkiirlich
erzeugte Zufallszahlen in graphischer Form — von links bis rechts wurden 16-bit-
Ganzzahlen zwischen einem gewissen Minimum und einem gewissen Maximum (hier
-32768 bzw. +32767) durch einen Zufallsgenerator erzeugt. Als Samples durch einen
DA-Umwandler geschickt, erklingt diese Folge als Weifles Rauschen, bei dem alle
(horbaren) Frequenzen gleichmdfig wahrzunehmen sind (bei einer Abtastrate von
44100 Hz dauert das Bild genau 20 ms). Die Fourieranalyse zeigt ein gut verteiltes
Spektrum: in T'41b oben werden neun, jeweils von einem Neuntel (d.h. je 98) der
Zufallzahlen erstellten DFTs gezeigt, die zwar unterschiedlich, aber sich allesamt von O
bis 20000 Hz erstrecken (zusitzlich zeigt jedes Késtchen die anderen acht Spektren in
grau). Gerdusche eignen sich ebenso wie Klidnge zur Fourieranalyse: hier werden die
Amplitude eines fiktiven Grundtons und seiner ebensofiktiven Teiltone errechnet,
zwischen denen dann interpoliert werden kann — je tiefer der ,Grundton‘, desto dichter
liegen dann die ,Teiltone* der Mittellage zusammen.
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Betrachten wir die — in T'4 1b im grauen Késtchen links befindlichen — 98 Zufallszahlen
unter der Lupe. Horizontal vergroBert, sieht man sie wieder im ldnglichen Kistchen
darunter: jedes Samplepaar ist als Eckpunkte eines Segments einer Sinuskurve
maximaler Amplitude (in Zahlen -32768 bis +32767 bei 16 Bits) zu sehen — die
bewegliche Frequenz dieser lautstirkenmédfig unverdanderlichen Welle konnte anhand
der Abtastrate (hier 44100 Hz) und Steilheit des Samplepaares errechnet werden — wie
im Bild unten (mit der Bezeichnung ,SIS*) ersichtlich — und erlaubte die Deutung des
Rauschens als umherfliegenden ,Sinuston‘ zufilliger momentaner Frequenz: das unten
gezeichnete Tonhohen-Histogramm (,Hgm*) ldsst eine besonders deutliche Prasenz im
Bereich -856 bis +510 Cent um 44100 Hz wahrnehmen, welches den DFTs oben zu
widersprechen scheint, zu denen jedoch eine direkte Verbindung nicht zwingend ist.

Diese Uberlegungen bilden die Grundlage meines Schallwellen-Systems ISIS (,Intra-
Samplare Interpolierung mit Sinuswellen‘): in diesem wird jedem Samplepaar einer
beliebigen Schallwelle ein dazwischen liegendes Sinussegment eindeutiger Frequenz
und maximaler Amplitude zugedacht. Die Formel fiir diese Frequenz ist
f=( W (s0)- U (s1))/2m,

wobei f die ISIS-Frequenz, X die gegebene Abtastrate und sy und s; zwei aufeinander
folgende, im Bereich *1 befindliche Samples sind. Aus Griinden der Eindeutigkeit und
Konsequenz fand ich es sinnvoll, den Wert von f durch die Addition von +& oder - in
den Bereich (R+1)/2 zu legen, d.h. Abtastrate + Nyquist-Limit (R¢}). Diese Form von
ISIS beinhaltet zusidtzlich Kontigualphasen, d.h. zwei benachbarte Sinussegmente
treffen sich — &hnlich wie bei Splines — immer mit gleicher Phase.

T'41c zeigt ein Beispiel der ISIS-Analyse mit 12 zufdlligen Samples (vgl. '03g) — den
11 Samplepaaren werden je eine Frequenz mit der obigen Formel abgewonnen (z.B.
43195, 42685, 49460 Hz, oben im Diagramm gezeigt — sehr hohe Frequenzen!); sie
konnen aber transponiert oder als Tonh6hen anderweitig bearbeitet werden, und dann in
eine Schallwelle (riick-)umgewandelt werden, und zwar mittels der Formel

52= [3( LD (s1)+(2nf/R)),

wobei f, &, sy und s; die gleiche Bedeutung wie oben haben.

Fiir T41d wurde dieser umgekehrte Weg der ISIS-Synthese gewidhlt — die Beispiele
zeigen 1) ein wiederholtes &', 2) ein a'-a"-Tremolo, 3) eine Zufallstonfolge zwischen
a' und a" sowie 4) eine stochastische Tonfolge mit Maxima der Wahrscheinlichkeit
bei @' und a@". Eine auf 73'/; Hz basierende DFT zeigt bei 1) den 6. Teilton (440 Hz),
2) den 9. Teilton (660 Hz, zu welchem die Oktave 440+880 Hz ,verschmolzen® ist!, 3)
ebenfalls den 9. Teilton mit leisen Begleitfrequenzen und 4) ein sehr reichhaltiges
Spektrum. Die je oben im Késtchen angezeigten, reanalysierten ISIS-Frequenzen und
deren unten befindlichen Histogramme zeigen die Richtigkeit der Durchfiithrung der
Vorgaben. Es ist also plausibel, ein Gerdusch als einen tonhohenmiBig schnell
umherfliegenden Sinuston zu betrachten, dessen Frequenzverteilungs-Histogramm
einen besonderen, mir noch unbekannten Bezug zum Spektrum hat.
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28 Akustik 8 — Die subjektive Tonhohenskala

Die Wahrnehmung von Tonh6hen zeigt sich in zwei Hauptformen. Zum einen bilden
Frequenzen horbare intervallische Verbindungen, wodurch die Welt der Harmonik
entsteht (rational-intervallisches Horen). Viel hiufiger ist jedoch der Einsatz des Gehors
um hoch und tief zu unterscheiden, um Sprachformanten und Sprachmelodien zu
erkennen, ohne dass das intervallische Horen eintritt (Tonlagenwahrnehmung). Ein
gefliistertes s.. klingt hoher als ein gefliistertes sch..; es ist jedoch in der Regel nicht
ndtig, das Intervall zwischen diesen zwei Rauschbidndern zu erkennen oder zu merken.

Ein Experiment: Zwei relativ schmale Rauschbdnder mit Zentralfrequenz 300 bzw.
2000 Hz werden Testpersonen vorgestellt — sie werden gebeten, ein drittes Rauschband
auf eine Tonhohe in die Mitte zwischen den anderen beiden zu bringen. Intervallische
Uberlegungen suggerieren hierfiir eine Zentralfrequenz von der geometrischen Mitte
775 Hz; tatséchlich aber wird die ausgewihlte Zentralfrequenz bei 920 Hz liegen, etwa
eine kleine Terz hoher. Das ist daher zu erkldren, dass wenn das intervallische Horen
ausgeschaltet ist, eine andere, von der physikalischen Centskala abweichende
subjektive Einteilung des Horbereichs ins Spiel kommt —s. T'4 2a.

Ein zweites Experiment: Die Frequenz eines Sinustons wird stochastisch zu einem
Rauschband ,geschmiert; bleibt der Schalldruck konstant, so &dndert sich die Lautheit
nicht, auch wenn sich die Bandbreite des Rauschens bei gleichbleibender
Zentralfrequenz ausweitet — das sollte auch nicht iiberraschen, denn bei konstanter
Tonhdhe und konstantem Schalldruck soll die Lautheit auch konstant bleiben. Pl6tzlich
aber, ab einer gewissen Bandbreite, beginnt die Lautheit bei weiterer Ausdehnung doch
deutlich zuzunehmen — diese kritische Bandbreite ist relativ klar ermittelbar und besitzt
eine fiir jede Zentralfrequenz spezifische Grofle —s. I'42b.

T'42c zeigt den Verlauf der kritischen Bandbreite in Bereich von 50 Hz bis 18 kHz; der
Zentralfrequenz eines Bandes auf der x-Achse entsprechend, ist dessen Breite an der y-
Achse abzulesen. Ist wie in T'42¢ die untere Grenze eines Bands 100 Hz, so ist die
obere Grenze dieses Bands bei etwa 200 Hz (verfolge die y-Achse); das bei 200 Hz
beginnende Band endet bei 300 Hz, das bei 300 Hz beginnende bei 400 Hz. Die
Béndergrenzen scheinen also eine Obertonreihe zu bilden — 100, 200, 300, 400 Hz...;
aber statt der zu erwartenden 500 Hz ist die nichste Grenzfrequenz 510 Hz, von 630,
770, 920, 1080, 1270, 1480, 1720, 2000, 2320, 2700, 3150, 3700, 4400, 5300, 6400,
7700, 9500, 12000 sowie 15500 Hz gefolgt — diese Werte sind in I'42¢ an der y-axis
tiber die in der Mitte des Diagramms diagonal laufenden, von 1 bis 24
durchnummerierten Zahlen zu sehen. In Cent gemessen, nehmen die Bandbreiten zuerst
rapide ab, dann pendeln sie sich bei etwa 2000 Hz auf eine Breite von 260 Ct ein,
wonach sie sich wieder bis auf etwas iiber 400 Ct wieder ausdehnen, wie wieder in
T'42c zu sehen.
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Zuriick zum ersten Experiment — ein Blick auf die Béandergrenzen zeigt 920 Hz auf dem
halben Weg zwischen 300 Hz und 2000 Hz — s. Striche 3, 8, 13 in T'42e. Diese
Béndergrenz-Frequenzfolge stellt die oben erwdhnte subjektive Tonhdhenskala dar; die
Einheit dafiir ist Bark (abgekiirzt ,Bk‘) nach dem Akustiker Heinrich Barkhausen
(1881-1956), dem Erfinder der Einheit Phon, genannt. Eberhard Zwicker (1924-1990),
der sich sehr frith mit der kritischen Bandbreite beschiftigte, nennt diese Skala jene der
,Tonheit‘, wohl analog zu subjektiven ,Lautheit‘-skala; es findet jedoch das von mir
vorgezogene Wort ,Tonlage* hier Verwendung. T4 3 gibt detaillierten Angaben {iber die
Entsprechung Bark—Hertz; sie wurde durch Formeln von Ernst Terhardt (1979) und
Hartmut Traunmiiller (1990) als Anndherung an die empirisch gewonnenen Werte
erstellt — der Ubergang von der einen zur anderen Formel ist bei 219,5 Hz oder 2,16 Bk:

Ist bs<2,16: f=(4000/3)&(b/13.3) (Terhardt)

Ist b=2,16: f=1960(b+0,53)/(26,28 b) (Traunmiiller)

Ist b=20,1, verbessert Traunmiiller seine Formel durch folgende vorherige Operation:
b«(b+4,422)/1,22.

Die umgekehrten Formeln:

Ist §<=219,5: b=13,3U_J (3§/4000) (Terhardt)
Ist §$>=219,5: b=((26,81f)/(1960+f))-0,53  (Traunmiiller)
Danach, ist b=20,1: b«b+0,22(b-20,1) (Traunmiiller-Korrektur)

(f ist die Frequenz in Hz, b ist die Tonlage in Bk).
r'42d zeigt die Ergebnisse dieser Formeln sowie vier anderer Anndherungen — die
senkrechten grauen Linien zeigen eine von 100 Hz ausgehende Obertonreihe.

Die kritische Bandbreite und die Barkskala zeigen sich in einer Reihe von anderen
Phidnomenen: z.B. das kleinste noch horbare Intervall zwischen zwei alternierenden
Sinustonen betrdgt etwa 0,02 Bk im ganzen Horbereich, also ca. 35 Ct bei 100 Hz, 6 Ct
bei 1000 Hz, 8 Ct bei 10000 Hz. Die recht grobe Intervallwahrnehmung bei tiefen
Frequenzen erklért die bekannte Praxis, einen Kontrabass oder eine Pauke zu stimmen
durch Flageoletts (hohere Teiltone) auf den Kontrabass-Leersaiten bzw. am heller
klingenden Rand der Pauke.

Die Wissenschaftler Reinier Plomp und Willem Levelt (1965) und andere haben auch
gezeigt, dass die zwischen benachbarten Tonen in Akkorden klassischer Musik typische
IntervallgroBe durchaus mit der Barkskala zu tun hat: tiefere Intervalle, in Cent
gemessen, sind generell groBer als hoher liegende. Verschiedene Versuche zeigen eine
Tendenz zu etwa 1,3 Bark als beinah lagenunabhéngiger Favorit.

Auch das dissonanteste Intervall zwischen zwei simultanen Sinusténen kann — nach
einer legenddren Arbeit von Plomp und Levelt in Bark angegeben werden (0,2),
unabhingig von der Frequenz — s. Kapitel 30.

Komponisten, die eine Musik anstreben, bei der das intervallische Horen irrelevant sein
soll (z.B. weitreichende Glissandi oder punktuelle Texturen) sei hier empfohlen, sich an
der Barkskala zu halten — die Verteilung der Tonh6éhen wirkt viel gleichmafBiger.
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29 Akustik 9 — Lautstirkensummierung und Maskierung

Erklingen zwei Sinuswellen gleichzeitig, so addieren sich ihre Kurven zu einer
zusammengesetzen Form, wie die in T'44 grau gezeigten: hier sind zwei Frequenzen im
Oktavverhéltnis bei a) gleicher Anfangsphase, b) einer Phasenverschiebung von einer
Achtelperiode der hoheren Frequenz. Die physikalische Gesamtlautstirke in dB(SPL)
hiangt u.a. vom RMS (der Quadratwurzel des Durchschnittquadrates) der Kurve ab.
Hierbei spielen die eigentlich klangirrelevanten Phasen eine Rolle, wie im RMS-
Unterschied zwischen diesen beiden Bildteilen ersichtlich. Eine Fourieranalyse der zwei
Summenkurven gibt die Originalfrequenzen, -amplituden und -phasen wieder — siche
diese rechts im Bild (bei ,DFT*): sie sind hier als 8. und 16. Teiltone einer willkiirlich
gesetzen Grundfrequenz zu sehen, von der eine Periode die komplett angezeigte
Schallwelle umfasst; die Phase wird durch die Neigung der Spektrallinien angegeben.
Im Extremfall der Addition zweier frequenz- und amplitudenméifig identischen
Sinuskurven umgekehrter Phase betragt die Gesamtlautstirke null, Stille(!): die Kurven
16schen sich gegenseitig aus. Hier kann die Fourieranalyse die Originalkurven natiirlich
nicht rekonstruieren.

T'44c zeigt zwei Sinuskurven umgekehrter Anfangsphase im Frequenzverhéltnis 8:9 —
die Summe ist eine lautstirkenméBig schwebende Kurve: die Frequenz der Schwebung
entspricht der Differenz der beiden Sinusfrequenzen, hier 9-8=1, d.h. ein Achtel der
tieferen, ein Neuntel der hoheren Komponente — hiervon zeigt das Bild eine Periode.
Wieder vermag die Fourieranalyse die Ausgangssituation plausibel zu rekonstruieren
(die entgegengesetze Phase spiegelt sich in den Richtungen der Spektrallinien wieder).

T'44d zeigt zweil Sinuskurven im irrationalen, also aperiodischen Verhiltnis des
Goldenen Schnitts (1:%(1 +\]5) oder 1:1,618034, nahe bei 8:13); eine Untersuchung des
RMS, Periode fiir Periode der unteren Frequenz, ergibt unregelmiflige Schwankungen.
Dies kann als irreguldr verlaufende Lautstirke ausgelegt werden; die tatséchliche
Frequenz und die Triagheit des sie wahrnehmenden Gehorsinns stellt die sinnvolle
Grofe des Zeitfensters und damit die Konstanz der angeblichen Lautstirke fest. In der
Tat konnte deswegen selbst ein einziger Sinuston bei ausreichend grofBem Zeitfenster
als mit konstanter, bei kleinem Zeitfenster als mit (bis zu im Sampletakt) schnell
schwankender Lautstirke dargestellt werden.
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Die subjektiv empfundene Gesamtlautheit ldsst sich ebenfalls ermitteln, und zwar wie
folgt:

Ist die Kurve aperiodisch, so dass die Anfangsphasen der Sinusbestandteile keine Rolle
spielen, so kann die Gesamtlautstirke bzw. die Gesamtlautheit durch die Addition der
einzelnen Schallintensitdten in W/qm bzw. der Lautheiten in Sone ermittelt werden. Als
Beispiel soll hier ein Ségezahnton mit Grundfrequenz 100 Hz dienen, wie in I'44e
abgebildet. Die Phasen der Teiltone werden hier auler Acht gelassen. Per Definition
sind die Amplituden eines Sdgezahnspektrums proportional zur Umkehrung der
Teiltonnummer, d.h. A/n, wobei A die Amplitude des Grundtons ist. So sind die
Intensititen dementsprechend i/n®, wobei i (proportional zu A?) die Intensitit des
Grundtons ist. Daher tendiert bei praktisch unendlichen vielen Teiltonen die
Gesamtintensitit gegen (1+1/4+1/9+1/16...)xi = 1.694xi. Jetzt sind die Einzelintensitédten
ermittelbar, und zwar nach /n”als 59% (=1/1,694), 14,8%, 6,5%, 3,6% usw. der absoluten
Gesamtintensitit (betrdgt der Gesamtpegel z.B. 90 dB(SPL) so ist nach T08 die
Gesamtintensitit 1 mW/qm und damit die des Grundtons 0,59 mW/qm). Um die
Gesamtlautheit zu ermitteln, muss das Spektrum als Funktion der Amplitude abhéngig
von der Teiltonnummer bzw. der -frequenz in eine physiologisch relevante umskaliert
werden, ndmlich in Sone als Funktion von Bark, wie in T'44f ersichtlich. Dies erfolgt
vornehmlich durch das Absuchen der Fletcher-Munson-Tabellen (s. T'12): ist die
Frequenz (Hz) und die Lautstirke (als Intensitit oder dB(SPL)-Pegel) bekannt, so kann
die Lautheit in Phon und dadurch in Sone abgelesen werden. Jetzt wire durch die
Summierung der Sonewerte die Gesamtlautheit ermittelt, wenn nicht das Phinomen der
Maskierung wire.

Es hat sich experimentell herausgestellt, dass wenn zwei Sinustdne gleichzeitig
erklingen, der untere Ton eine dimpfende Wirkung auf die Lautstirke des oberen hat,
vor allem wenn sich beide in einem Abstand von weniger als einem Bark befinden. Das
heil3t: sind sich die zwei Tone in der Hohe nah genug und deren Lautstirkenabstand zu
Gunsten des unteren gro3 genug, konnte es sogar sein, dass der obere vollig verdeckt
wird und unhoérbar bleibt. T44g zeigt das Sdgezahntonspektrum als Phidnomen der
sogenannten Lautheitsdichte in Sone pro Bark als Funktion der subjektiven Tonhdhe in
Bark. Statt durch einen vertikalen Strich wird die Lautheit eines jeden Tones durch eine
schweifende Kurve dargestellt, die links steil steigt und rechts langsam fillt: bei einem
einzelnen Sinuston ist es die darunter bis zur x-Achse enthaltene Flache, die der
Lautheit des Tones in Sone entspricht; die Flicheneinheit ist das Produkt jener der x-
Achse (Bark) mit jener der y-Achse (Sone/Bark), also Sone. Bei einem Spektrum der
Lautheitsdichte (wie in I'44g) formen die Maximalwerte aller Schweife zusammen eine
gemeinsame Hiillkurve, die mit der x-Achse eine die Gesamtlautheit angebende Flache
einschlieBt. Diese sich tiberlappenden Einzelflichen verdeutlichen das Phidnomen der
Maskierung: jede gemeinsam geteilte Lautheitsfliche zdhlt nur einmal — allein die
Gesamtflache aller Teiltone entspricht der tatsdchlichen Lautheit in Sone.
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30 Akustik 10 — Die Basilarmembran; Konsonanz und Dissonanz

Eine vom Ohr wahrgenomme Schallwelle setzt einiges in Bewegung. Zuerst kommt das
zwischen dem Aufen- und Mittelohr gelegene Trommelfell, welches die Bewegung an
drei im Mittelohr befindlichen, winzigen beweglichen Knochen (,Hammer‘, ,Amboss‘
und ,Steigbiigel‘) weitergibt. Letzterer ist mit der kleinen Membran verbunden, die das
,ovale Fenster’ zur im Innenohr gelegenen ,Schnecke® verschliet, einem beim
Menschen zweieinhalbmal gerollter, sich zuspitzender Schlauch voll Fliissigkeit etwa
35 mm lang und 3 bis 9 mm im Durchmesser — s. I'45a; — rechts im Bild zur
Veranschaulichung ,ausgerollt‘, dann um 90° um ihre Lingsachse gedreht — I"4 5a; —
dann in der Horizontalachse seitlich um 90° gedreht, um eine Ansicht ,von vorne* bzw.
von typischen Querschnitten zu gewdhren — I'4 5a3. Dieser Schlauch ist ldngs in drei
Kéammerchen geteilt, und zwar durch zwei Membrane — s. die VergroBerung des
Querschnitts T"4 5a4; eine von diesen, die Basilarmembran — im Bild sichtbar innerhalb
der (aus)gerollten Schnecke — ist eine Art ,Gehor-Tastatur®, und ist mit etwa 3500
Haaren bestiickt (s. das Cortische Organ in der weiteren VergroBerung I'45as), die
durch Beriihrung unterschiedliche Tonhoheneindriicke dem Gehirn vermitteln. Eine
Teilung der Basilarmembran in 24 gleich lange Abschnitte von je 1,5 mm (150 Haaren)
entspricht der Barkskala.

Die Beriihrung der Haare erfolgt so: wenn eine ankommende Schallwelle das ovale
Fenster riittelt, wird die Basilarmembran wellig, dhnlich wie beim Ausschiitteln eines
Tuches — innerhalb von Millisekunden lduft eine Welle vom ovalen Fenster zur
Schneckenspitze hin, wobei die Amplitude der Welle zu- und dann abnimmt; die Stelle
des Maximums héngt, durch die unterschiedliche Membrandicke bedingt, von der
Frequenz des Eingangsignals ab — zum ovalen Fenster hin ist die Membran diinner und
fester und reagiert stirker auf hohere Frequenzen (in IT'4 5a; ist die Basilarmembran —
unterschiedlich dick — von der Seite zu sehen). An den Maxima werden die Haare
gebogen und teilen diesen Zustand durch Nervenstringe dem Gehirn mit. Das kleinste
noch wahrnehmbare Intervall zwischen zwei alternierenden Sinustdnen betrdgt 0,02 Bk;
diese miissen die Basilarmembran also mindestens 150 * 0,02 = 3 Haare bzw. 30 um
auseinander erregen, um voneinander unterschieden zu werden.

Die Hornerven zwischen Basilarmembran und Gehirn enthalten Neuronen, Zellen, die
bei absoluter Stille unregelméfBig und bis zu 150 mal in der Sekunde ,feuern‘ und
Stromimpulse von etwa 1 ms Dauer und wenigen Mikrovolt Spannung zum Gehirn
schicken. Werden die Haare der Basilarmembran im Rhythmus der
Schallwellenperioden gedriickt, so koordinieren sich die Neuronen zeitlich — die
trigeren unter ihnen feuern nicht bei jeder Schallperiode, aber der Gesamteindruck ist
periodisch. So erhilt das Gehirn eine doppelte Information: 1. 6rtlich — durch die mit
den Erregungsstellen der Basilarmembran verbundenen Hornervenden entsteht eine
grobe Analyse in Bark fiir das tonlagenméBige, nicht-intervallische Horen; 2. zeitlich —
der Rhythmus der Neuronen-StromstoBe ldsst Frequenzen und dadurch Intervalle
rezipieren, notwendig fiir den Musikgenuss.
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1965 stellten Reinier Plomp und Willem Levelt fest, dass zwei gleichzeitig erklingende
Sinustone am dissonantesten (=,am wenigsten wohlklingend*) bei einem Abstand von
etwa 0,2 Bk wirken — T'45b zeigt eine stufenlose Darstellung des Dissonanzgrads als
Funktion des Tonhohenabstands in Bark. Das mit 0,2 Bk dissonanteste Intervall variiert
von 350 Ct bei 100 Hz tiber 60 Ct bei 1000 Hz bis zu 80 Ct bei 10000 Hz.

Es konnte verwundern, dass Tritonus, grofe Septim (ca. 1,1 Bk bzw. 1,8 Bk bei 300
Hz) und andere fiir ihre Dissonanz bekannte Intervalle keine Schwankungen in dieser
Kurve verursachen. ,Konsonanz‘/,Dissonanz‘ und ,Harmonizitit‘/,Inharmonizitat
werden hier deutlich unterschieden: Harmonizitét (,intervallische Klarheit*) wird durch
die Einfachheit des Verhiltnisses zwischen den zwei Intervall-Frequenzen bedingt. Die
Klangfarbe spielt dabei kaum eine Rolle — Musik fiir Streicher kann fiir Bléser
uminstrumentiert bzw. transponiert werden ohne ihren harmonischen Sinn zu verlieren.
Dagegen ist Konsonanz die ,Glétte‘ (Dissonanz die ,Rauheit‘) eines Klanges. In der
tiefsten Klavieroktav sind — durch den dort physikalisch groen Umfang der kritischen
Bandbreite bedingt — reine Quart und Ganzton dissonanter als Tritonus bzw. Halbton.
Das psychologische Phinomen Harmonizitit entspringt der zeitbedingten Rezeption der
Neuronenfeuerungen im Gehirn; die physiologische Konsonanz entspricht Abschnitten
auf der Basilarmembran (die Dissonanz 0,2 Bk entspricht ca. 0,3 mm oder 30 Haaren).

Ein Sinustonpaar im Abstand einer iiberméfBigen Quart oder groflen Septim wirkt in der
Tat nicht besonders dissonant; das werden erst durch die Reibung der kleinen Intervalle
zwischen den Obertonen komplexer Klidnge. I'4 5¢ zeigt das Konsonanz-Verhalten des
Tritonus h-f' (250-354 Hz) anhand der Spektren der zwei Tone; je sechs Teiltone
mitsamt aller Reibungsstellen sind abgebildet — die Summe der Dissonanz betrégt nach
Plomp und Levelt 2,8. T45d zeigt diese Dissonanzsumme als stufenlose Kurve iiber
zwei Oktaven (die Kurve der unteren Oktav ist mit der in Plomp und Levelts 1965¢er
Veroffentlichung praktisch identisch) — sieche auch zum Vergleich die unten grau
gezeichnete Kurve der Harmonizitit. Meines Erachtens spielt auch die Teilton-Lautheit
eine Rolle: wird diese (in Sone) mit der Dissonanz vor deren Summierung multipliziert,
fallen die leiseren Teiltone weniger ins Gewicht wie in I'4 5e ersichtlich.

I'45f zeigt die Ermittlung der Dissonanzen in einer Oktav nach derselben Methode.
Sdgezahntone mit 6, 12 bzw. 24 Teiltonen wurden in drei Tonlagen untersucht, ndmlich
die jeweils von 27,5 Hz, 220 Hz sowie 440 Hz aufwirts laufende Oktav. Es stellte sich
heraus, dass fiir die zwei oberen Bereiche die klassischen Starkdissonanzen — kleine
Sekund, Tritonus und grofle Septim — wie erwartet deutlich dissonanter als die grof3e
Sekund, reine Quart und kleine Septim sind. Jedoch ist dieses Verhalten in der 27,5 Hz-
Oktav gar nicht so eindeutig: die grole Sekund, kleine Septim und selbst die Quart sind
hier vergleichbar dissonant wie die vorhin als dissonanter erwdhnten Intervalle. In
dieser tiefen Lage wirkt der Halbton beinah wie eine verstimmte Prim, der Tritonus wie
eine verstimmte Quint, die gro3e Septim wie eine verstimmte Oktav. I'4 5f zeigt auch —
in grau — die Ergebnisse der Berechnungen nach Plomp und Levelt mit sechs gleich
lauten Teiltone fiir die drei Tonlagen.
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31 Phonetik 1 — Physiologische Phonetik: zur Erzeugung von Sprachlauten

Im Korper der Klangfarben gibt es eine besondere Untermenge, die trotz der einfachen
Art, der geringen Zahl sowie der genauen Einhaltung der sie bestimmenden Gesetze
durch den hohen Grad der Ausschopfung der zuldssigen Moglichkeiten eine
reichhaltige Vielfalt und dennoch ausgeprédgte Differenziertheit aufweist — die Laute
menschlicher Sprache. Die Phonetik ist das Studium der Gesetze dieser Klangfarben.

Auf physiologischer Ebene betrachtet, entstehen Sprachlaute in erster Linie durch die
Spektralfilterung von Kléngen (z.B. Stimmbénderschwingungen) und/oder Gerduschen
(z.B. das Zischen des Atemstroms) durch die verstellbare Gréf3e und damit variierbaren
Resonanzen des Mund-, Nasen- und Rachenraums. Fliefit Luft durch den offenen
Mundraum, entstehen Vokale (wie a, €, i); ist der Mundraum durch das Anheben der
Zunge oder das Driicken einer Lippe an die Zdhne eingeengt, entstehen Reibelaute (z.B.
s, sch, f); wird er von Zunge oder Lippen geschlossen, entstchen bei gleichzeitig
offenem Nasenraum Nasallaute (z.B. m, n, ng), und bei geschlossenem Nasenraum
unter erhohtem internen Luftdruck Verschlusslaute (z.B. p, b, d), die durch die
Wieder6ffnung des Mundes erklingen. Das Driicken der Zungenspitze an den Gaumen
mit Freiraum an den Zungenseiten erzeugt Seitenlaute (z.B. | wie in ,laut®).

In der Deutschen Sprache gibt es etwa 22 Konsonanten sowie 13 klar unterscheidbare
Vokale, letztere z.B. in den Silben ,biet(e) Bitt(e) Beet Bett Bad Bott(ich) Boot Butt
Bud(e) Bétt(cher) bot(e) Biitt Biid(chen)‘, dazu 3 Doppellaute (,mein Heuhaus‘; dazu
konnte z.B. auch ,nur® hinzugezédhlt werden). Diese drei Dutzend Grundlaute werden
durch 30 Buchstaben in nicht immer eindeutiger Kombination dargestellt — oft weist
nur der Inhalt auf die richtige Aussprache: z.B. klingt ,Weg* in ,Weg von hier!* anders
als in ,Der Weg ist lang‘. Von der Internationalen Phonetischen Assoziation (IPA)
werden iiber 60 in allen Weltsprachen vorkommende Konsonanten sowie iiber 20
Vokale anerkannt; in der von der IPA entwickelten Internationalen Lautschrift werden
die dreizehn oben zur Veranschaulichung der Vokale angegebenen Silben wie folgt
geschrieben: bit blt bet bEt bat bWt bot bUt bud b#t bOt bYt byd.
T46 zeigt die meisten von der IPA anerkannten Laute tabellarisch, nach biologisch-
artikulatorischen Gesichtspunkten unterteilt (s.u.).

Doch zuriick zu den deutschen Vokalen: vier zeigen Lang- und Kurzcharakter
(b1t/blt, bet/bEt), andere (bWt/bot, bUt/bud, b#t/bOt, bYt/byd) kurz/lang.
Wer die ersten neun Vokale hintereinander— 1 I e E a W 0 U u — ausspricht, wird
merken, dass die Zunge, zuerst hoch im vorderen Mund sich zum a hin senkt, wobei
deren hochste Stelle sich etwas nach hinten schiebt; danach erhebt sie sich wieder bei
einer weiteren Verschiebung nach hinten. Diese Bewegung verursacht eine
GroBenverdnderung des Mundraums vor der Zunge sowie des restlichen Mund- und
Rachenraums dahinter, welches eine direkte Auswirkung auf die Lautbildung hat: die
Hohe der Zunge ist hierfiir eine entscheidende Variable, die Vorne-hinten-Position im
Mund ihrer hochsten Stelle eine zweite.
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T'47a zeigt einen Querschnitt der Mund- und Nasenhohle sowie des Rachens. Wenn
nun die Lippen gerundet werden, entsteht ein vierter Raum zwischen Lippen und
Zahnen, der die Vokalbildung weiter beeinflusst: wird ein I mit gerundeten Lippen
(,labial®) gesprochen, so wird es zu einem Yy (U) umgeformt, ein illabiales € wird zum
labialen O (0). Umgekehrt: ein normal labiales u wird mit gespreizten Lippen zum 3,
das z.B. im Portugiesischen vorkommt, ein W wird ©, wie im englischen (but, mit
deutschem Akzent bat ausgesprochen). Das # findet man im franzosischen b#¥
(beeuf), auch regional im Deutschen k#{p~ (Korper). Das Q kommt im Englischen vor,
z.B. KQt (cat, mit deutschem Akzent KEt). Das dunkle britische a in guard wird mit A
wiedergegeben, das @ entspricht dem amerikanischen 0 im &hnlich klingenden God
ausgesprochen. Die Zungenstellung bei den acht Vokalen 1 € E a A W 0 u wird in
T'47b abgebildet — der Phonetiker Daniel Jones [1881-1967] nannte diese acht die
Kardinalvokale.

Die Zunge spielt eine eben so grofle Rolle bei der Erzeugung der Konsonanten, die nach
drei Prinzipien klassifiziert werden — wo (,Artikulationsort® in T46b — als Angabe
dienen die in T'47a gezeigten lateinischen Namen der verschiedenen Mund-
/Rachenraumteile; ,retroflex‘ und ,glottal‘ bediirfen einer besonderen Erkldrung — s.u.),
wie (die ,Artikulationsart®) und ob mit schwingenden Stimmbindern (stimmhaft) oder
nicht (stimmlos). Zu ,retroflex‘: die Zunge ist in dieser Position, wenn ihre Spitze zum
Gaumen hin zuriickgebogen wird — der bekannte ,indische Akzent® verdankt dieser
Stellung ihre besondere Farbung. Das ,Glottale kann durch den Unterschied zwischen
der siiddeutschen Aussprache des Wortes ,Verein® (FE'raln) und der norddeutschen
(FE’/aln) verdeutlicht werden (ein ' als phonetisches Symbol bedeutet eine Betonung
auf der folgenden Silbe). T'47c zeigt die Zungenstellung bei der Erzeugung der
Reibelaute [FTSSCX] wie in ,Riff*, engl. ,with‘, ,Riss‘, ,Tisch‘, ,ich‘ und ,ach
(besonders tief im Hals artikuliert). T'47d zeigt die Zungenstellung bei der Erzeugung
der Nasalen [mn7N] wie in ,fromm°‘, ,Bonn‘, frz. ,Cologne‘ und ,Gong"

T46a listet die Vokale, T4 6b die Konsonanten in der Lautschrift der IPA nach ihrer
physiologischen Entstehung auf.
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32 Phonetik 2 — Akustische Phonetik

Laute menschlicher Sprache — ,Phoneme* genannt — werden vornehmlich durch das
Pressen von Luft durch den Vokaltrakt im Hals und Mund erzeugt; dazu kommt die
eventuelle gleichzeitige Betitigung der Stimmbéander bzw. anderer Effekte wie z.B. das
Klicken der Zunge. Des Vokaltrakts variable Durchmesser fiihrt zur Bildung darin von
einzelnen, miteinander verbundenen Ridumen, wie z.B. zwischen den Lippen und den
Zéhnen, den Zahnen und der Zungenwdlbung, der Raum hinter der Zunge usw. Die
unterschiedliche Grofle dieser Ridume verstirkt entsprechende Frequenzbereiche im
Luftstromgerdusch und ggf. auch im Stimmbinderklang o.4..

Ein jedes Phonem wird stets durch die etwa gleiche Mundstellung und damit die gleiche
Frequenzbeschaffenheit erzeugt; daher kann jedem Laut ein fiir ihn typisches Spektrum
zugeordnet werden. Die durch die Traktrdume verstarkten, im Spektrum
hervorgehobenen Frequenzbereiche heillen Formanten. T48a; zeigt schematisch und
zweimal das Spektrum des Vokals [ 1] —auf ¢ (131 Hz) und es' (311 Hz) basiert. Die
Obertonreihen beider Spektren sind mit ober- bzw. unterhalb liegenden Piinktchen
markiert: in beiden sind die Frequenzbereiche um 250 Hz und 2500 Hz, Formanten von
[ 1], lauter als die umliegenden Frequenzen und sind mit F1 und F2 gekennzeichnet.
Wegen der Unabhéngigkeit der Stimmbénder vom Vokaltrakt bleiben diese absoluten
Bereiche beim gleichen Vokal auch bei anderen Grundtonen erhalten. I'4 8a, zeigt zwei
Spektren vom [a], ebenfalls von € und es‘ ausgehend — die Formanten sind hier um
F1=750 und F2=1500. 7'48b zeigt als Hiillkurven die ersten zwei Formanten der acht
Vokale [ 1€EQ] und [uoWA].

Es hat sich herausgestellt, dass fiir die Erkennung aller Vokale die ersten zwei
Formanten ausreichen, obwohl mehrere hohere gemessen werden konnen. Der erste
Formant, geformt durch den Raum hinter der Zunge, rangiert von ca. 250 Hz bei hoch
gewoOlbter Zunge (wie bei [ 1] und [u]) bis 800 Hz bei tief gelegener Zunge (s.[a]).
Er hidngt also von der Zungenhdhe ab. Der zweiter Formant, geformt durch den Raum
zwischen der Zunge und den Zdhnen, rangiert von 800 Hz bei hinterer Zungenwdlbung
(s.[u]) bis 2500 Hz bei vorderer Wolbung (s.[1]). Dieser Formant ist also das
Ergebnis der Bewegung der Zunge auf der horizontalen Langsachse.

Diese Zweidimensionalitdt kann genutzt werden, um sdmtliche Vokale auf einer Ebene
darzustellen, wie in I'48c: die zwei Formanten sind x- und y-Koordinaten zugeteilt.
Gezeigt werden jeweils im einem Feld gefassten Messungen aus sechs iiber dem
Diagramm angegebenen Quellen. Dass die Felder sich praktisch nie iiberlagern ist
bemerkenswert. In (fast) jedem Feld ist der Mittelpunkt durch die Angabe des Vokals
markiert. Man beachte auch die vier geraden Linien, die die Felder [ 1€EQ], [YO#A],
[3F™0] und JuoW@] verbinden — die Orientierungspunkte aller sechzehn Vokale
befinden sich hier auf einem Netz von Tritoni (c', fi‘, ¢** und fi**) fiir F1 und Ganzténen
(f*, g“, a“, h", cis"* usw.) fiir F2 — s. auch T'48e. Von diesen Positionen ausgehende
Klangsynthesen der sechzehn Vokale wirken iiberzeugend.
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748d stellt — das Netz der sechzehn soeben vorgestellten Formantenpositionen
beibehaltend — die Formanten der Vokale [ 1eEQa@Wou3yi] dar. Diese Trapezform
stellt die &uBersten Grenzen der biologischen Vokalbildung dar; alle menschlich
erzeugbaren Vokale kdnnen einem darin liegenden Punkt zugeordnet werden. Die links
im Bild (mit erfunden Symbolen) angezeigten, F1-gespiegelten Formantenpaare (auch
,Vokale®) sind technisch realisierbar aber sprengen die Moglichkeiten des menschlichen
Mundes.

Vokale (vom lat. vox = ,Stimme* u.a.) werden wegen ihres selbststandigen Charakters
auch Selbstlaute genannt; dagegen sind die ,Konsonanten‘ (= ,Mitlaute‘, vom lat.
con+sonare, weil sie die Vokale meist begleiten) eine diffuse Gruppe — von (eigentlich
selbstdndigen) Nasalen, (z.B. N<N7Mm), den Lateralen (I'\;) und den rauschenden
Reibelauten oder Frikativen (fvTDszSZCH usw.) zu den wirklich kon-sonanten
Explosivlauten (pbtdkg usw.). Wihrend den Nasalen in ihrer stimmlosen Form keine
besonderen allgemein alphabetischen oder phonetischen Zeichen zugeteilt wurden, ist
dies bei den anderen Gruppen auffallend. Das stimmlose [1] z.B. im Walischen (dort
¢ geschrieben) ist eigentlich ein Reibelaut. I'4 8f zeigt schematisch (als Gauss’sche
Verteilungskurven) die Spektren von sechs Reibelauten, [XFTSCs]. Hier geht es
weniger um Formanten sondern um mehr oder weniger breite Gerduschbénder,
weswegen die x— und y-Achsen in Bark und Phon kalibriert sind. Wéhrend die
Spektren von [f] und [T] sich stark dhneln (und sie werden héufig unabsichtlich
vertauscht), es ist deutlich, wie der Ubergang [XFTSCs] eine steigende Tonhohe
erzeugt. Diesen Ubergang zeigt T'48g in der Form eines Sonagramms (vom lat. sonus =
,Schall® und griech. gramma = ,Geschriebenes): die x—Achse stellt hier die Zeit, die
y—Achse die (hier subjektive) Tonhdhe dar und die Lautstirke wird durch Grauwerte
wiedergegeben. Der Gebrauch von Sonagrammen ist vor allem bei der Spektralanalyse
von Gesprochenem, also mit einer Zeitkomponente versehen, sehr verbreitet.
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